Monte Carlo modszerek



Monte Carlo modszerek

Alapja a veletlen mintak kiertékelese
Matematikai rendszerek
Fizikai szimulacio

Sok szabadsag foku csatolt rendszerek

Folyadekok, sejt strukturak, kapcsolt szilard rendszerek
Nagy bizonytalansagu rendszerek

Uzleti modellek, kockazat elemzés
Nagy dimenzioju integralok
Osszetett peremfeltételek



Monte Carlo modszerek

Tortenete

1930, Enrico Fermi
Neutron diffuzio

1946, Stanislaw Ulam
Manhattan project
Nuklearis arnyékolas
Neutronok szabad Uthossza kilonb6z6 anyagokban

Energia valtozas szorodas kozben
Analitikusan nem volt megoldhaté

Neumann Janos nevezte el

Monakoi Monte Carlo kaszino alapjan



Monte Carlo modszerek

Monte Carlo szimulacio
ValoszinUseg eloszlas mintavetelezese
A mintak alapjan lehetseges kimenetek meghatarozasa
A lehetseges kimenetek valoszinisegenek szamitasa



Monte Carlo modszerek

Numerikus integralas
Kis dimenzio eseten jol mukodik
Nagy dimenzio eseten problemas

A figgveny kiertekelések szama robbanasszerien nd
A peremfeltételeket nem konnyU 1D integralokra visszavezetni

Monte Carlo integralas
Veletlen mintapontokban az integral kiertekelese
Az eredmenyek ,atlagolasa”
Konvergencia 1/vVN , a nagy szamok torvénye alapjan



Monte Carlo modszerek

Monte Carlo integralas
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Monte Carlo modszerek

Monte Carlo integralas hibaja

Var(f)=o02 = —— _N (f(x)_<f>)2

ha {01 Ne P aﬁ} sorozat korlatos, akkor a variancia
nullahoz tart aszimptotikusan 1/n -nel



Monte Carlo modszerek

Monte Carlo integralas hibaja
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/8/89/Monte-Carlo_method_(errors).png
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Monte Carlo integralas

1D Monte Carlo integralas
l2
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Monte Carlo integralas

Hatekonyan implementalhato a GPU-n
FUggetlen mintak kiertékelhetdek szalankent

Az eredmeny redukcioval szamithato

#define M PIP2 1.57796327f
__kernel

void mcIntlD(const int sampleNumber, _ global float* integral){
int id = get global id(9);

float w = 1.0f / sampleNumber;
float partiallntegral = 0.0f;
for(int i = @; i < sampleNumber; ++i){
float rnd = (float)RAND();
partialIntegral += sin(rnd * M_PIP2) * w * M _PIP2;
}
integral[id] = partiallntegral;




Monte Carlo integralas

1D Monte Carlo integralas

Mintak szama Integral

1+e1 0.981062
1+e1 1.04901
1+e3 1.00353
1+e4 1.0059
1+eg 1.00888
1+eb6 1.00751
1+e7 1.00716




Veletlen szamok

A Monte Carlo modszerek lelke
Hogyan generalhatoak?
Milyen tulajdonsagaik vannak?

int geth:mdoanumber()

return 4. // chosen by fair dice roll.
// quaranteed to be random.

http://xkcd.com/221/



Véletlen szamok generalasa

Valodi veletlen szam generator

Valamilyen fizikai folyamat alapjan
Atmoszferikus zaj (random.org)
Hardware megszakitasok (linux kernel)
Radioaktiv bomlasok szama es ideje
Kvantum mechanikai folyamatok

Titkositashoz hasznaljak elsodlegesen
Tipikusan lassu eés nehézkes a hasznalatuk



Véletlen szamok generalasa

Kvazi random szam generator

A cel az n dimenzios ter egyenletes kitoltése
A konstrukcio soran alacsony diszkrepancia

Halton sorozat

Sobol sorozat
van der Corput sorozat

Magasabb dimenzioknal nehezkes lehet alkalmazni



Véletlen szamok generalasa

Alvéletlen szam generator
Determinisztikus algoritmusok
_egyen hasonloan kaotikus mint a valodi veletlen

_egyen hosszu a periodus ideje

Problemak
Bizonyos kiindulo allapotokra a periodus rovidul
Nagy mintaszamnal serilhet az eloszlas
Korrelalhatnak a generalt mintak
Nagy dimenziokra kiterjesztes



Véletlen szamok minosege

A véletlen szamok mindsege kulcsfontossagu!
Statisztikai mindseg

Mennyire kaotikus?

Mennyire jo eloszlast general?
Periodus hossz

Mikor kapunk vissza egy korabbi minta sorozatot?
Diszkrepancia

Mennyire egyenletesen tolti ki a teret?



Statisztikai minoseq

Diehard tesztek

SzUletésnap paradoxon

Veletlen pontok tavolsaganak exponencialis eloszlasunak kell
lennie.

Squeeze teszt

Szorozzuk a 23*-ent [0:1] kozo6tti véletlen szammal addig amig
az eredmeény 1 lesz. A szikseges szorzasok szamanak azonos
eloszlasunak kell lennie mint az eredeti eloszlas.

Parkolo teszt

Helyezzink el véletlenszerGen egyseg koroket egy 100x100-as
negyzetben. Amennyiben az aktualis kor atlapolodna egy
masikkal valasszunk Uj poziciot. 12,000 proba utan a sikeresen
elhelyezett korok szama normal eloszlast kell kovessen.



Periodus hossz

A determinisztikus generator korbe fog fordulni!
A kerdes az, hogy mikor!

Mitdl figg a periodus hossza?
Hogyan novelheto?

Mikor elfogadhato a periodus?

Ha n véletlen mintat hasznalunk, a periodus legyen
legalabb n?



Diszkrepancia

Mennyire egyenletesek a generalt mintak?

lim =
n—>e n b—a

Diszkrepancia
D(N)= sup {s,,-..,s,t e, d]

a<c<d<b N

A sorozat egyenletes eloszlasy, ha lim D(N)=0

N —o0
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Alacsony diszkrepanciaju sorozat

Halton sorozat

Kvazi veletlen, alacsony diszkrepanciaju sorozat

FUNCTION(index, base) b=> b=3
BEGIN
result = 0;
f =1 / base; 12 3
0 ° 1/4 2/3
i = index; / 1/9
WHILE (i > 0) i/g 4/9
BEGIN /8 719
result = result + £ * (i % base); 5/8 2/9
i = FLOOR(i / base); 3
- . 7/8 5/9
f = £ / base;
1/16 8/9
END /16 1/27
RETURN result; ’
END |
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Alacsony diszkrepanciaju sorozat

__kernel
void haltonSequence(const int randomNumbers,
const int base, _ global float* randomGPU){

int id = get global id(9);
int maxID = get global size(9);

float inv_base = 0.0;
float rng = 0.0;

seedHalton(id * randomNumbers, base, &inv_base, &rng);

for(int 1=0; i < randomNumbers; ++i){
randomGPU[ id+i*maxID]=stepHalton(&rng, inv_base);

¥
}




Alacsony diszkrepanciaju sorozat

void seedHalton(ulong i, int base,
float* inv_base, float* value){

float £ = (*inv_base) = 1.0/base;
(*value) = 0.0;

while( i > 0){
(*value) += f * (float)(i % base);
i /= base;
f *= (*inv_base);
}
}




Alacsony diszkrepanciaju sorozat

float stepHalton(float *value, float inv_base){
float r = 1.0 - (*value) - 0.0000000001;
if(inv_base < r) {
(*value) += inv_base;
} else {
float h = inv_base, hh;
do{
hh = h;
h *= inv_base;
} while (h >= r);
(*value) += hh + h - 1.0;
}

return (*value);

¥




Alvéletlen generatorok

Linearis kongruencia generator
Knuth (1969)
Atmenet figgvény: x . =(ax +c)modm

Konnyen implementalhato
lsmert statisztikai hibai vannak!



Linearis Kongruencia Generator

uint stepLCG(uint *z, uint A, uint C){
return (*z) = (A * (*z) + C);
}

__kernel

void randomLCG(const int randomNumbers,
__global float* randomsSeed,
__global float* randomGPU){

int id = get global id(0);
int maxID = get global size(09);

uint rng = randomsSeed[id];
for(int i=0; i < randomNumbers; ++1){
randomGPU[id + i * maxID] =
(float)steplLCG(&rng, 1664525, 1013904223UL) / oOxffffffff;
}

¥




Alvéletlen generatorok

Kesleltetett Fibonacci Generator
Knuth (1969)
Atmenet figgvény: x ,=(x ®x_, )modm
Statisztikailag jo, ha k nagy
Nagy allapot valtozo ter



Kesleltetett Fibonacci Generator

uint stepLFG(uint *z, _ global uint *znmk, uint A, uint C){
return (*znmk) = (*z) = (A * (*z) + C) + (*znmk);

__kernel

void randomLFG(const int randomNumbers,  global float* randomsSeed,
const int randomStateSize, _ global uint* randomState,
__global float* randomGPU){

int id = get _global id(@0);
int maxID = get global size(9);

// bootstrap
uint rng = randomsSeed[id];
for(int i=0; i < randomStateSize; ++i){
randomState[id + i * maxID] = steplLCG(&rng, 1664525, 1013904223UL);

}

// Lagged Fibonacci Generator
int nmkIndex = 0;
for(int i=0; i < randomNumbers; ++i){
randomGPU[id + i * maxID] =
(float)stepLFG(&rng, &randomState[nmkIndex], 1664525, 1013904223UL) / oxffffffff;

nmkIndex = (nmkIndex + 1) % randomStateSize;

}




Alvéletlen generatorok

Kombinalt Tausworthe Generator

Az alapja egy binaris matrix transzformacio
Vektor sorozatokat allit elo

A fuggetlen sorozatokat kombinalja

Nagyobb peridous ideju (pl. 2113)
Magasabb dimenziokban korrelaciot mutathat!



Kombinalt Tausworthe Generator

uint stepCTG(uint *z, uint S1, uint S2, uint S3, uint M){
uint b=((((*z)<<S1)"(*z))>>S2);
return (*z) = ((((*z)&M)<<S3)"b);

}

kernel
void randomCTG(const int randomNumbers,  global float2* randomsSeed,
__global float* randomGPU){
int id = get global id(9);
int maxID = get global size(9);

uint rngl = randomsSeed[id].Xx;
uint rng2 = randomsSeed[id].y;
for(int i=0; i < randomNumbers; ++i){
uint randNum = stepCTG(&rngl, 13, 19, 12, 4294967294UL)"
stepCTG(&rng2, 2, 25, 4, 4294967288UL);
randomGPU[id + i * maxID] = (float)randNum / Oxffffffff;

}
}




Alvéletlen generatorok

Hibrid Generator
KG16nb06z0 tipusu generator kombinacioja
Pl. Linearis Kongruencia es Tausworthe
Jobb statisztikai tulajdonsag es hosszabb periodus

float stepHybrid(uint* rngl, uint* rng2, uint* rng3, uint* rng4){
return 2.3283064365387e-10 * ( // 27121
stepCTG(rngl, 13, 19, 12, 4294967294UL) ~ // 2~31-1
stepCTG(rng2, 2, 25, 4, 4294967288UL) N /] 2730-1
stepCTG(rng3, 3, 11, 17, 4294967280UL) ~ // 2728-1
stepLCG(rng4,1664525,1013904223UL) // 2732

i




Alvéletlen generatorok

Mersenne Twister
Makoto Matsumo és Takuji Nishimura (1997)

Periodus ideje egy Mersenne prim szam
Mersenne prim: M =2° -1

Nagyon nagy periodus idd (219937-1)
Nagyon jo statisztikai tulajdonsagokkal rendelkezik



Mersenne Twister

_ _kernel void MersenneTwister(__global float* d_Rand,
__global mt_struct_stripped* d_MT,
int nPerRng){
int globalID = get_global_id(@);

int iState, iStatel, iStateM, iOut;
unsigned int mti, mtil, mtiM, x;
unsigned int mt[MT_NN], matrix_a, mask_b, mask_c;

//Load bit-vector Mersenne Twister parameters
matrix_a = d_MT[globalID].matrix_a;

mask_b = d_MT[globalID].mask_b;

mask_c d_MT[globalID].mask_c;

//Initialize current state
mt[@] = d_MT[globalID].seed;
for (iState = 1; iState < MT_NN; iState++)
mt[iState] = (1812433253U * (mt[iState - 1] ~ (mt[iState - 1] >> 3@)) + iState) & MT_WMASK;

iState = 9;

mtil = mt[o];

for (iOut = @; iOut < nPerRng; iOut++) {
iStatel = iState + 1;
iStateM = iState + MT_MM;
if(iStatel >= MT_NN) iStatel -= MT_NN;
if(iStateM >= MT_NN) iStateM -= MT_NN;
mti = mti1;
mtil = mt[iStatel];
mtiM = mt[iStateM];

// MT recurrence
X = (mti & MT_UMASK) | (mtil & MT_LMASK);
x = mtiM A (x >> 1) A ((x & 1) ? matrix_a : @);

mt[iState] = x;
iState = iStateil;

//Tempering transformation

X A= (X >> MT_SHIFT®);

X A= (X << MT_SHIFTB) & mask_b;
X A= (X << MT_SHIFTC) & mask_c;
X A= (X >> MT_SHIFT1);

//Convert to (@, 1] float and write to global memory
d_Rand[globalID + iOut * MT_RNG_COUNT] = ((float)x + 1.0f) / 4294967296.0f;




Szoras csokkentes

Vegtelen sok minta eseten vegtelenul pontos
eredmenyt kapunk.

Nem tul praktikus...
Mitdl figg az integralas pontossaga?
A mintak szorasatol:

1
=i x; = E[X]

n

ﬁ —
1 ~
VIX] = — 7iﬂL:1(xi — .U)Z

n-—1

Hogyan befolyasolhato a szoras?



Szoras csokkentes

Adaptiv mintavetelezes
Allitsunk felsd korlatot a szorasra

Iterativan ertekeljik ki a mintakat
Szamitsuk Ujra a varhato erteket es a szorast

Amennyiben a szoras a korlat ala kerUl a varhato
ertek jo kozelitése az integralnak!

A nehezseq a felso korlat meghatarozasa

Kevés minta eseten nem biztos, hogy jo az
eredmeny! (Egy darab minta szorasa nulla!)



Szoras csokkentes

Rétegzett mintavetelezes

A mintak tartomanyat csokkentve csokken a

szoras

Osszuk fel a teljes tartomanyt kisebb regiokra es

figgetlentl mintavetelezzuk!
VIX+Y]=VI|X]|+V]Y]

Minden regioba kell mintanak esnie, igy no a
szUkséges mintak szama!



Szoras csokkentes

Fontossag szerinti mintavetel

Egy minta hozzajarulasa: g,fa minta erteke esp a
mintahoz tartozo valoszinUség

Egyenletes mintavetelezes esetén egy kis
valoszinUsegu minta ,elrontja” az atlagot.
Valasszuk a mintak valoszinUseget az ertekikkel

aranyosan!
Az eloszlas ,hasonlitson” az integrandusra
ValoszinUsegi sulyozast alkalmazzunk



Sztochasztikus differencial egyenlet

Differencial egyenlet
Az ismeretlen derivaltjai is megjelennek benne

Bessel fele differencial egyenlet

2
xzd—¥+xﬁ+(x2—a2)y:0

dx dx

Black Scholes differencial egyenlet

ds, = 18,dt + oS,dW,



Sztochasztikus differencial egyenlet

Black-Scholes egyenlet
Részveny ar valtozas

dS, = 4S5, dt + oS, dW,
S;: areszveny tidopontbeli ara
Ll :a sztochasztikus folyamat atlaganak valtozasa
(stochastic drift)
O : az ar valtozasi valoszinUsege (volatility)
W :Wiener fele sztochasztikus folyamat
(Brown mozgas)



Sztochasztikus differencial egyenlet

Monte Carlo szimulacio
Egymastol figgetlen trajektoriak szamitasa
Varhato ertek szamitas

D Si(t)

E[S(t)] =+ N

Szoras szamitas

o(t) = E(S(t)? —E(S(t)?)



Sztochasztikus differencial egyenlet
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