Linearis egyenletrendszerek




Linearis egyenletrendszer

Linearis egyenlet
algebrai egyenlet
konstansok es elso foku ismeretlenek
pl.: egyenes egyenlete y=ax +b

Linearis egyenletrendszer
linearis egyenletek csoportja
ugyan azon a valtozo halmazon



Jakobi iteracio

Linearis egyenletrendszer

Bx=0D

X+BX=Xx+D

- = 0 7 e (X=AX+D
x=(L-B)x+b -




Jakobi iteracio

Mikor oldhato meg?
Xx=AX+b

Ha konvergens

Fix pont



Jakobi iteracio

Mikor konvergens?

Ha A kompatibilis x valamely normajaval.

Norma

Egy vektorteren ertelmezett lekepzes, amely a nullvektor
kivételevel a tér minden vektorahoz egy pozitiv szamot rendel.

d(x) >= 0

d(x)=0 acsa,ha X=0
d(x+y)<=d(x)+d(y)
d (Ax) = |A]d (x)



Jakobi iteracio

Normak

p-norma (Holder-norma)

e ( Z |Xi|p}1,p

1-norma ], = 3 Ix,
i=1

2-N0orma

Il =
2

Vegtelen norma "
Il = max |x]



Jakobi iteracio

Matrixnormak

A vektornormak matrixnormakat indukalnak.
| A

— = sup HAx
I,

Linearitas miatt eleg az 1 normaju vektorokat tekinteni.

Al = sup

v
X0

X

Y

Kompakt halmaz, igy a folytonos |Ax| figgvény felveszi a
maximumat.

A matrixnormarakra teljesul
A-B|=lAf-]B|

AX

<A, -x
\ M

\Y



Jakobi iteracio

lteracios megoldas

£n+1 = éﬁn T Q

Kn = Aﬁn—l T 9

Bizonyitas

(an Kn) A(ﬁn_ﬁn_l)

s = %, = JACk, =% )= A, - x| [A] <2

0<|x ., —x [<4 Kn—ﬁn_lﬂglz X1 = Xoo| < < A" %, = x|
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Rendor szabaly!

~“n-1 —n-2 — ||—=1 -0
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Jakobi iteracio

lteracios megoldas
void jakobi(){

int inputBuffer = 0;

const int iterations = 20;

for(int i = 9; i < iterations; ++i){
mulMatrixVector(n, n, x[(inputBuffer + 1) % 2], A, x[inputBuffer], b);
inputBuffer = (inputBuffer + 1) % 2;

}




Jakobi iteracio

lteracios megoldas

A=0.5-] b-f]  x=[o]

Jakobi x: [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]

Jakobi x: [1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5, 1.5]

Jakobi x: [1.75, 1.75, 1.75, 1.75, 1.75, 1.75, 1.75, 1.75]

Jakobi x: [1.875, 1.875, 1.875, 1.875, 1.875, 1.875, 1.875, 1.875]

Jakobi x: [1.9375, 1.9375, 1.9375, 1.9375, 1.9375, 1.9375, 1.9375, 1.9375]

Jakobi x: [1.96875, 1.96875, 1.96875, 1.96875, 1.96875, 1.96875, 1.96875, 1.96875]
Jakobi x: [1.98438, 1.98438, 1.98438, 1.98438, 1.98438, 1.98438, 1.98438, 1.98438]
Jakobi x: [1.99219, 1.99219, 1.99219, 1.99219, 1.99219, 1.99219, 1.99219, 1.99219]
Jakobi x: [1.99609, 1.99609, 1.99609, 1.99609, 1.99609, 1.99609, 1.99609, 1.99609]
Jakobi x: [1.99805, 1.99805, 1.99805, 1.99805, 1.99805, 1.99805, 1.99805, 1.99805]
Jakobi x: [1.99902, 1.99902, 1.99902, 1.99902, 1.99902, 1.99902, 1.99902, 1.99902]
Jakobi x: [1.99951, 1.99951, 1.99951, 1.99951, 1.99951, 1.99951, 1.99951, 1.99951]
Jakobi x: [1.99976, 1.99976, 1.99976, 1.99976, 1.99976, 1.99976, 1.99976, 1.99976]
Jakobi x: [1.99988, 1.99988, 1.99988, 1.99988, 1.99988, 1.99988, 1.99988, 1.99988]
Jakobi x: [1.99994, 1.99994, 1.99994, 1.99994, 1.99994, 1.99994, 1.99994, 1.99994]
Jakobi x: [1.99997, 1.99997, 1.99997, 1.99997, 1.99997, 1.99997, 1.99997, 1.99997]
Jakobi x: [1.99998, 1.99998, 1.99998, 1.99998, 1.99998, 1.99998, 1.99998, 1.99998]
Jakobi x: [1.99999, 1.99999, 1.99999, 1.99999, 1.99999, 1.99999, 1.99999, 1.99999]
Jakobi x: [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]

Jakobi x: [2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2]




Matrix vektor szorzas

CPU implementacio

void scalarMV(int n, int m,
float* y, const float* A,
const float* x, const float* b){
for(int 1=0; i<n; ++1){
float yi = b[i];
for(int j=0; j<m; ++j){
yli += A[1 * m + j] * x[]];
}
yl[i] = yi;
}

¥




Matrix vektor szorzas

Hogyan parhuzamosithato?
Eredmeény szalakhoz rendelese

Gather tipus: minden szal 6sszegzi a bemenet minden
elemenek hozzajarulasat

Bemenet szalakhoz rendelese

Scatter tipus: minden szal kiszamitja a bement egy elemenek
hozzajarulasat a kimenet minden elemehez

Szinkronizacio szukseges!



Matrix vektor szorzas Il.

Gather tipusu megoldas

Az eredmeny egy N elemu vektor
A munka meret N

Minden szal kiszamitja a matrix egy sora és bemeneti
vektor alapjan az eredmeny vektor egy elemet.

Ellenorizni kell a tulcimzest!



Matrix vektor szorzas Il.

Host program

void simpleMV(int n, int m, float* y, const float* A, const float* x, const float* b){
cl kernel simpleMVKernel = createKernel(program, "simpleMV");

cl mem yGPU = clCreateBuffer(context, CL_MEM WRITE_ONLY, sizeof(float)*m, NULL, NULL);
cl mem AGPU = clCreateBuffer(context, CL_MEM READ ONLY, sizeof(float)*m*n, NULL, NULL);
clEnqueuelWriteBuffer(commands, AGPU, CL_FALSE, 0, sizeof(float)*m*n, A, ©, NULL, NULL);
cl mem xGPU = clCreateBuffer(context, CL_MEM READ ONLY, sizeof(float) * n, NULL, NULL);
clEnqueuelWriteBuffer(commands, xGPU, CL_FALSE, 0, sizeof(float)*n, x, ©, NULL, NULL);

cl mem bGPU = clCreateBuffer(context, CL_MEM READ ONLY, sizeof(float) * m, NULL, NULL);
clEnqueuelWriteBuffer(commands, bGPU, CL_FALSE, 0, sizeof(float)*m, b, ©, NULL, NULL);

clSetKernelArg(simpleMVKernel,
clSetKernelArg(simpleMVKernel,
clSetKernelArg(simpleMVKernel,
clSetKernelArg(simpleMVKernel,
clSetKernelArg(simpleMVKernel,
clSetKernelArg(simpleMVKernel,

sizeof(int), &n);
sizeof(int), &m);
sizeof(cl _mem), &yGPU);
sizeof(cl mem), &AGPU);
sizeof(cl mem), &xGPU);
sizeof(cl _mem), &bGPU);

-

-

-

-

uuhWNPEO
-

-

clEnqueueBarrier(commands);

I ooc




Matrix vektor szorzas Il.

Host program

1 oo

size t workSize = m;

clEnqueueNDRangeKernel (commands, simpleMVKernel,
1, NULL, &workSize, NULL,
©, NULL, NULL);

clFinish(commands);

clEnqueueReadBuffer(commands, yGPU, CL TRUE, O, sizeof(float) * m,
y, @, NULL, NULL);

clReleaseMemObject(yGPU);
clReleaseMemObject (AGPU);
clReleaseMemObject (xGPU);
clReleaseMemObject (bGPU);
clReleaseKernel(simpleMVKernel);




Matrix vektor szorzas Il.

OpenCL kernel

__kernel

void simpleMV(const int n, const int m, _ global float* vy,
__global float* A, _ global float* x,
__global float* b){

int i = get global id(9);

if(i < n){
float yi = b[i];
for(int j = 0; j < m; ++j){ Soros szamitas!
yi+=A[j+1i*m] * x[j];
}
y[i] = yi;
}




Matrix vektor szorzas lll.

A skalaris szorzas parhuzamositasa bonyolult
Az 6sszegzes trivialisan parhuzamosithato!
Klasszikus redukcios megoldas
Munkacsoportonkent dolgozunk fel egy-egy oszlopot
Minden szal elvegzi az elemi szorzast
Az eredmenyt a lokalis memoriaban gyujtjik
Redukcios lepések
Minden lepesben felezzik a szalak szamat

A meg futo szalak 6sszegzik a leallitott szalak reszosszegeit
Az utolso szal kiirja az eredmenyt a globalis memoriaba



Matrix vektor szorzas lll.

Feltetelezesek
N*M-es matrix eseten

M szal indithato munkacsoportonkent
N munkacsoport indithato

A lokalis memoria legalabb M meretu

M=2% a redukciohoz



Matrix vektor szorzas lll.

Host program

#define M 32
void reduceMV(int n, float* y, const float* A, const float* x, const float* b){
/] ...
size t workSize = M * n;
size_t workGroupSize = M;
CL_SAFE_CALL( clEnqueueNDRangeKernel(commands, reduceMVKernel,
1, NULL, &workSize, &workGroupSize,
@, NULL, NULL) );

I oo




Matrix vektor szorzas lll.

OpenCL kernel

#define M 32
__kernel
void reduceMV(const int n, _ global float* y, _ global float* A,
__global float* x, _ global float* b){
get group id(0);
get local id(@);

int i
int j

__local float Q[M];
Q[jl = A[i * M + j] * x[]J];

for(int stride = M / 2; stride > 0; stride >>= 1){
barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE);
if(j + stride < M){

Q[J] += Q[J + stride];

}
}
if(j == 0){

y[i] = Q[@] + b[i];
}

}




Matrix vektor szorzas IV.

Megoldasi lehetoség
Az egyszerUség kedveert csak egy munkacsoport

Daraboljuk a kimenetet T hosszu darabokra
A munkacsoport egyszerre egy szegmensen dolgozik

Daraboljuk fel a bemenetet Z hosszu darabokra
A skalaris szorzatok 6sszeget a reszosszegekbdl szamitjuk

A lokalis memoriaban taroljuk részosszegeket
Q[T*Z] meretU lokalis tombben

Az eredmeny T hosszu darabjat redukcioval kapjuk



Matrix vektor szorzas IV.

Host program

#tdefine T 8
#tdefine Z 2

void largeMV(int n, int m, float* y,
const float* A, const float* x, const float* b){

/] ...

size t workSize =T * Z;

size t workGroupSize =T * Z;

clEnqueueNDRangeKernel (commands, largeMVKernel,
1, NULL, &workSize, &workGroupSize,
©, NULL, NULL);

/] ...




Matrix vektor szorzas IV.

OpenCL kernel

#define T 8
#define Z 2
__kernel void largeMV(const int n, const int m, _ global float* y,
__global float* A,  global float* x, _ global float* b){
__local float Q[T * Z];

int t = get local _id(0) / Z;
int z = get local id(0) % Z;

for(int i = t; i < n; i += T){

// ... ciklus mag a kovetkez6 oldalon
if(z == 0){
y[i] = Q[t * Z + @] + b[i];
}
}

}




Matrix vektor szorzas IV.

OpenCL kernel

// ciklus mag
Q[t * Z + z] = 0.0f;
for(int j = z; j < m; j+=Z){
Q[t * Z + z] += A[J + 1 * m] * x[J];
}

for(int stride = Z / 2; stride > 0; stride >>= 1){
barrier(CLK_LOCAL_MEM FENCE);
if(z + stride < Z){
Q[t * Z + z] += Q[t * Z + z + stride];
}
}




Matrix vektor szorzas V.

Ritka matrixok
Sok nulla elem
Tomorités es a tomoritett reprezentacion szamitas

Compressed Sparse Row

a 0 b[x Valve: [a b ¢ d e f]
c d ey Coumn:[0 2 0 1 2 2]
0 0 flz Row Ptr:[0 2 5]




Matrix vektor szorzas V.

'a 0 bl x] Value: [a b ¢ d e f]
c d ey Column: :O 2 0 1 2 2]
0 0 f|z RowPtr:[0 2 5]

Value + Row Ptr: -a bl ¢ d e‘ f]

Vector + Column: -X 7 X Y z‘ Z]

Elemenkenti szorzat: -ax gz‘ CX dy ez‘ fz]

Inclusive szegmentalt scan: |



Matrix vektor szorzas V.

Szegmentalt scan
Felteteles scan
A feltetel egy kilon tombben

Inclusive scan:

@ 2 3 45 6 7 8—>(@1 3 6 10 15 21 28 36)

Head tomb
@ o1 0 01 0 0

Inclusive segmented scan:

@2 3 465 6 7 8-> 3 3 7 12/ 6 13 21



Gauss-Jordan eliminacio

Gauss eliminacio

Visszavezetjuk az egyenletrendszert haromszog
matrixra

Visszahelyettesitéses megoldas

Gauss-Jordan eliminacio
Csak a foatloban lehet nemnulla elem



Gauss-Jordan eliminacio

Megengedett muveletek
Két egyenlet felcserelése
Egyenlet skalarral szorzasa

Egy egyenlethez eqgy masik skalarszorosanak
hozzaadasa



Gauss-Jordan eliminacio

Pelda
L,+—L — L,
2X+Yy—2=28 2 2X+Yy—72=28
L,+L, > L,
-3X-y+2z=-11 ) 1 1
—y+—Z=
—2X+Yy+2z=-3 2 2
2Yy+17=5
2X+y—-2=8 2X+y-2=38
1 1 L,-4L, —> L, 1 1
—y+—z=1 ) Y+t _Z=1
2 2 2 2
2y+2=5 -z=1

Z = —] mmpy = 3 x =2



Gauss-Jordan eliminacio

Pelda
2X+y—-2=28
-3X—-y+2z=-11
—2X+Yy+2z=-3

T 1 -2 |117
1 —_
3 3 |3
2 |13
01 = |=
5 |5
0 0 1 |[-1

I—

o O -




Gauss-Jordan eliminacio

Matrix inverze

Al]= A7 [al]= [1A7]

[2 -1 0] (2 -1 0 |1 0 O]
é_I_l 2 _1I E—— [QL]_I_l > _1lo0 1 OI
[0 -1 2] o -1 2 ]o 0 1]
3 1 1]
1 0 O|— — —
4 2 4
1 1 1
1A%]=lo 1 0= 1 =
— 2 2
1 1 3
o 0 1|— — -—
4 2 4




Gauss-Jordan eliminacio

Algoritmus
for k :=1 .. n-1 do
for 1 := k+1 .. n do
L = aj/a
b; := b, -1 * b,
for j := k .. n do
a;5 1= 335 — 1 * Ay
end for
end for
end for




Gauss-Jordan eliminacio

Host program

void gaussian(){
int n = 6;
int m = 3;

float A[] ={ 2, -1, o, 1, 0, 0o,
-1, 2, -1, 0o, 1, o,
e, -1, 2, o, 0, 1};

cl kernel gaussianKernel = createKernel(program, "gaussian");

cl mem AGPU = clCreateBuffer(context, CL_MEM _READ WRITE, sizeof(float)*n*m, NULL, NULL);
clEnqueueWriteBuffer(commands, AGPU, CL_TRUE, @, sizeof(float)*n*m, A, ©, NULL, NULL);

clSetKernelArg(gaussianKernel, 0, sizeof(int), &n);
clSetKernelArg(gaussianKernel, 1, sizeof(int), &m);

clSetKernelArg(gaussianKernel, 2, sizeof(cl mem), &AGPU);

clEnqueueBarrier(commands);

77 coo




Gauss-Jordan eliminacio

Host program
77 soc

size t workSize = m;

size_t workGroupSize = m;

clEnqueueNDRangeKernel (commands, gaussianKernel,
1, NULL, &workSize, &workGroupSize,
©, NULL, NULL);

clFinish(commands);

clEnqueueReadBuffer(commands, AGPU, CL TRUE, @, sizeof(float)*n*m,
A, ©, NULL, NULL);

clReleaseMemObject (AGPU);
clReleaseKernel(gaussianKernel);

}




Gauss-Jordan eliminacio

OpenCL kernel

__kernel
void gaussian(const int n, const int m, _ global float* A){
int id = get local id(9);
for(int ma = 9; ma < m; ++ma){
float pp = A[ma + ma * n];
float coeff = A[ma + id * n] / pp;
barrier(CLK_GLOBAL_MEM_FENCE);
if(id !'= ma){
for(int na = 9; na < n; ++na){
A[na+id*n] = A[na+id*n] - coeff * A[na+n*ma];
}

}
barrier(CLK_GLOBAL_MEM_FENCE);

/] ...




Gauss-Jordan eliminacio

OpenCL kernel

}

/] ...

f1l

oat coeff = A[id + id * n];

for(int na = 0; na < n; ++na){

¥

A[na + id * n] = A[na + id * n] / coeff;




L r

Gauss-Jordan eliminaco

Peldak

|r2 -1 0 10 01| 1, 2.23e-08, 9.93e-09, ©0.75, 0.5, 0.25
|_1 2 _1 0 1 o|-> 0, 1, 1.32e-08, 0.5, 1, 0.5

0, 2.23e-08, 1, ©0.25, 0.5, 0.75
0 -1 2 0 0 1]



