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Motivacio
= kontroll poligon — kontroll
pontok és sulyok

= bazisfUggvények — sulyozott
racionalis polinomok

m  egyseges reprezentacio

(bg, W)

o (by,w) o)

(by, wy) (bg,ws)

(b, w;)

korok, kupszeletek pontos reprezentacioja

egyszerd implicit feltletek (henger, kup, gomb,
toérusz) parametrikus formaban

m implicit fellleteken véges fellletdarabok

m fellUlet-felulet metszés — preferencia: implicit x parametrikus

m altalanos forgasfeluletek

PH-gorbék offszet gorbéinek reprezentalasa

3D Szamitégépes Geometria




Racionalis Bézier gorbek

= racionalis Bézier gorbe: r(t)=>_b,B/ ()
i=0
| 4
(b,,w.)= (b, +Ab,w,) (b,,w.)=(b,,w, + Aw)

Racionalis Béziér gorbék



3D — 2D projekcio

3D:[x,y,,z]

Képsik:[x,y.,z,]

Xz Vi

Z
—_ s =
x d y d
ﬁa)_/i:d&a_i:d
Z. Z.

l l

2D [x*=x/z,y*=y /z]

A

Homogén koordinatak: # dimenzios tér, n+./ koordinata

(a,b,c) > (wa,wb,wc,w);

O (x;,¥:,2;)

Projekcio

P qgr

(p,q,l",S) _)(_9_a_)

s S S




Hasonldsagi leképzes i

m egyenes — egyenes O/ﬁ

m szakaszok hossza 6rzédik: |ab|=ab |

Projektiv leképzés, /

Affin leképzés ¢
m egyenes — egyenes
m szakaszok aranya 6rzédik:  |ab|/|be|=ab|/|b¢|

Projektiv leképzés
m egyenes — egyenes a

m  Négy pont egy egyenesen;
kettdsviszony (cross ratio) definicio:

[abcd]:|ab|/|bd|
lac|/|cd |

= 0 vetitési kozéppont
= O vetitési sik (képsik)
- a kettsviszony 6rzédik:  [abed] = [abéd]
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Projektiv leképzés,

m A terlletek aranya alapjan:

|ab|/|bd |= A(abo)/A(bdo) = (/,/, sina) /(L,{,sin (S + 7))
|ac|/|ed |=A(aco)/A(edo) = (//;sin (a + B))/(L], sin y)

m = a kettbsviszony csak az o-beli
szOgektdl fugg
|ab |/ |bd |

[abed] =
|lac|/|cd |

= f(a,B.7)
m legyen
[abed] — [0b£1]; [abéd]— [0h71]

m a két egyenes kozotti parametrizacio
racionalis, felirhaté az alabbi alakban:

~

b bt
b _1=b_ 1-t_, ;_ !
t p(l—1)+t

N)I

ot
1—¢ 1-¢f 1-7%
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Kupszeletek

vV
H b (
@® @ 3 | imearns

1. Parabola, 2. Kor és ellipszis, 3. Hiperbola
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Kupszeletek,

m Kkupszelet letrenozasa projekcioval

m térbeli parabola sikba vetitése
m a projekcid kozéppontja az origd

m a projekcio sikja a z=1 sik
2D:b=[b,b ], 3D:b*=[b,b 1]
m vetités:

3D:p=[p.p,,p.1>2D:p*[p,./p..p,/ p.,1]

m tetszdbleges w-re (projektiv egyenes)
[b,,b,] > [wb,wb,,w]; [b]—>[wb,w]=p
m parabola (3D):
(1) =pyB; () +p,B; (1) +P,B; (¢)
m kupszelet (2D):
¢(t)=b,B; (t)+b,B’(t)+b,B) (1),
p, =[wb,,w],i=0,1,2

(B (t)— kovetkezé slide)

Kupszeletek



Ismetles [«
X, 2y
m Pont Po=|Yo |= ?
[ %o f

S

[ x(t) | w(t)

m Gorbe p(H) =] ¥ :>M: pLU)

oy MO O

L 1

m 3D parabola

p(t) =poB2 () +p, B2 (1) +p,B2 (1) = 2oy, B2 (1) + B, B2 (1) + B2 10, B2 (1) =

Wo w w,

bO 2 b1 2 b2 2
:|: 1 :|WOB0 (t)—i_{ | :|WlBl (t)+|: | }Wsz (?)

Kupszeletek



Kupszeletek,

m parabola (3D): P p] P,
P(t) =pyB, () +p, B (1) +P,B, (1) =| P,y |By (1) +| p,, |B () +| p,, |B, (1)
| Pzo | P W)
m parabola kontroll pontok homogéen koordinatakkal:
. i b_.
o=\ o || Pu | b, P*(t)={blo}woBé(t)Jrﬁ}wle(t){bjszf(t),
| Pz | ——>wl.l | 1]

m 3D parabc;Ia proj_ektélva — 2D kupszelet:

p*(t) _ boWoBo2 (¢) +b1W1312 (t) +bzszzz (1)

=b,B;(t)+b,B’(t)+b,B; (t
w(?) wyB2(t)+w,B (1) + w,B(1) 0By (1) +b, B’ (1) +b,B, (1)

c(t) =

W B2(0)
Wy By (£) + W B} (1) +w, B, (t)

m raciondlis bazisfiggvények: B’(¢)=

Kupszeletek



Kupszeleteks,

m racionalis vektor polinom:

_ Wb, By (1) + wb, Bl () + w,b, B; (¢)
wyBy (£) + W Bf (1) +w, B, (t)

c(?)

m a racionalis gorbéket mindig at lehet parameterezni:

t* x
t—>t* | t= [Wy, Wi, W,y | = [1,w,,1]

- p(1—1%)+1*’

1 1
T=p(-t5+t*t=—r*(1-1)=— p(1—1*
(1=2%) 71 A= =2 p=r%)

2
/ W, W,

Wy (1=£)% +w, 21— £)* + w2’ :{%2‘;{,32 Mo -2 4 p ﬁza—z*)r*ﬂ*ﬂ

/

= w, (1=1%)" +w, 2(1 = %)t * +wyt **

e 2 Wo _ W e W W
w,=lw,=p"—=1>p= /—,wl—p——
w, W, w,  Jww,

) DB+ DB ) b,B )
BI()+w B+ BX(1)

Kupszeletek
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Kupszeletek,

m racionalis vektor-polinom:

c(?)

_b,Bi(0)+ wb,BA(1) +b, B (1)

By (1) +w B} (t)+ By (1)

m kupszeletek osztalyozasa:

Wl
5= .
1+w,
s parabola w, =1,5=0.5
= hiperbola  w’ >1,5>0.5
m ellipszis w, <1,5<0.5
m kor: w, =cosa
(1) = b,B;(t)+cosa b B (1) +b,B; (t)

*

O<s<l

Hyperbola

Parabola

Ellipse

b2

B (t) +cosa Bl (t)+ B} (1)

Kupszeletek
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Ujjgyakorlat*

_by(1=1)’ +w b 2(1-0)t +b,’
(1—1)* +w, 2(1-0)t +1°

c(?)

m hozzunk létre egy ellipszisivet,

amelyre s =0.25

m ellendrzésként hatarozzuk meg az M felez6pont, majd az O
negyedeld pont (s = 0.25) koordinatait

Kupszeletek 14



Ujjgyakorlat

b, (1=0)*+w, b 2(1-0)t +b,t°
(1=1) +w, 2(1-0)t+¢t°

c(?)

m hozzunk létre egy ellipszisivet,

amelyre s =0.25

w, S

b, =(,1)

s = —>w (s)=—

1+w, l-s
| L +2m G4+ (53)]
m=§;d0$=4

1 =(3,2.5)
4h+mﬂ+ﬂ

m ellenbrzésként hatarozzuk meg az M felez6pont, majd az O
negyedeld pont (s = 0.25) koordinatait

M=(3,2), O0=(32.5)
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Koriv egyenlete

m egyenlet:

c(t)=

(1-1)* +cosa 2(1 — 1)t + 1

m egyenletek (0 kozéppont, R sugar):
Rsina =1, H tga =1
m hatarozzuk meg a gorbe felezépontjat; | g=

a fenti sullyal kort kapunk, ha az alabbi .

egyenlet teljesul:
H+c,(0.5)=R

),
{_ 1}(1 — 1)’ +cosa 0 }2(1 — it + {1}2 b, =(-1,0) ¢(0.5)
0 tga 0

m félkoriv:i a—90°

c(t):[—(l—t)ertz 2t(1-1) j 1—¢

9 s u=——¢C6(u) =
(1= +t> (1—=t)° +¢ t (u)

Koriv

|

1—-u* 2u
w?+17u? +1
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Ujjgyakorlat*

m egyenlet:

-1 T 0 o 1],
{O}( —1) +coso{tga} ( —t)t+{0}t

bo - (_190)

c(t)=

m egyenletek (o kozéppont, R sugar):

Rsma =1 H tga =1

(1-1)* +cosa 2(1—t)t+ ¢

m a felez6pont y koordinataja:

m fejezzuk ki R-t és H-t és bizonyitsuk be, hogy az egyenlet

teljesul

H+c (05)=R—>

17




Ujjgyakorlat

m egyenlet:

{_ 1}(1—02 +coso{ 0 }2(1—1)t+{1}2
o(t) = 0 tgo 0

(1-1)* +cosa 2(1-t)t+ ¢

m egyenletek (0 kozéppont, R sugar):
Rsina =1, H tga =1
m a felez6pont y koordinataja:

b, =(-10)

>cos’a+sin‘a=1

sin
0.5)=
¢, (0:5) 1+cosa
m fejezzuk ki R-t és H-t és bizonyitsuk be, hogy az egyenlet
teljesul .
H+c,(05)=R—>—— 4 2% 1

sina l+cosa Siha

Koriv
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Racionalis Bézier gorbek

[codiecodemonkey]

A projekcio szemléltetése (3D—2D)

3D Szamitogépes Geometria Il 19



Polinomialis és racionalis
Bézier gorbek

(bg, wp)

o (bs,wy) o)
(b,,w,) (bg, W)
(b;,w;)
)= Y p,B () ()= Y08 (1), B(0=0,3 B'(n)=1
i=0 i=0 i=0
(x,y,ww(i,lj
wow
_ _[ x®) »0)
P(f)—(X(f)a)’(f),w(f))%b(f)—(W(t),w(t)J

3D Szamitogépes Geometria Il. 20



Racionalis Bézier gorbeék;

m 4D polinomialis Bezier gorbe, kontroll pontok: p;

Xo X1 Fxn‘
n n n yO n yl n yn n
p()=p,B,()+pB () +...+p,B, (1) = . By (t)+ Z Bl ()+...+ . B, (1)
0 1 n
| Wo W W ]

m  homogén koordinatak, 3D kontroll pontok: [x,,y.,z,,w,,] = [wDb,

119

W, ]

) wyb, wb, wb,
P (l‘)=(X(f),y(f),Z(f),W(t))=[ }BS (I){ }Bl"(f)h-{ i }BZ )

W, w

m 3D racionalis Bézier gorbe, projekcio utan:

w(t) wyB, (1) +w B/ () +...+w B (¢)

_ B'(t
m racionalis bazisfliggvények: B/ (¢)= : W’n ; (1) n
W,B, (t)+wB/'(t)+...+w B (t)

Racionalis Béziér gorbék 21



Racionalis Bézier gorbék,

m racionalis Bézier gorbe:

()= b, B/ (1)

m tulajdonsagok
m a kontroll poligon approximalja a gorbét

m a gorbe elsd és utolso pontja, valamint a
végtangensek szarmaztathatok a

poligonbdl

m a suly médositasa a kontrollpont felé

hizza a gorbét

m racionalis sulyfliggveények

fuggnek a sulyoktol!
2. B'(©=1
i=0

ha az 0sszes w, >0, a konvex burkol6 és
a valtozast csokkend tulajdonsagok

érvényben maradnak

Racionalis Béziér gorbék

(b,,w)= (b, +Ab,w,)

v

(b.,,w)=(b,,w. +Aw)

22



Racionalis Bézier gorbek
m atparaméterezés w, =c'w, o>
m de Casteljau algoritmus (ismételt i
linearis interpolacio) c=1
(a) ismételt osztas a 4D homogeén
koordinatarendszerben, utana vetités 3D-be c=0.5
p; :==(1-0)p; " +1p}, Yxﬁ‘\ .
(b) osztas 3D-ben

wo=1=-Ow " + 1w

i+l

wb! :=1-)w b/ +tw b}

i+1

m derivalt szamitas (bonyolult)

0= P9 k) = % [p(6) — (O (0)]

w(t)’
i(0) = % [b,~b, (1) = ’”:} b, b, }

Racionalis Béziér gorbék 23



Racionalis Bezier felliletek

m racionalis Bézier gorbe:

Zn: we, B! (1) -
r(t) =+

Z w, B (1)

m racionalis Bézier felulet:

> wye, B (u)B!(v)
i=0

Z i WijBin (u)B]m (v)

m elsddleges alkalmazas
m szabalyos masodrendi fellletek
m forgasfellletek

m specialis fellletek: létezik implicit és
parametrikus reprezentacio

[wiki]

Dupin cyclides

Racionalis feliiletek



Racionalis B-spline (NURBS)
gorbek és fellletek

NURBS = Non-uniform Rational B-spline; egységes reprezentacio (!?)
racionalis B-spline gorbe - ez is projektiv alapon keletkezik

iw.d.N.”(t)

="
ZOW].N ()
adott csom&/ektor és sulyok esetén
a racionalis sulyfuggveényeket meg
lehet hatarozni
racionalis B-spline felllet:

i i wl.jdl.le." (u)N;" (v)

i=0 j=0

s(u,v) =

'S, NP @N” ()

i=0 j=0

els6dleges alkalmazas - forgasfellletek

Racionalis feliiletek 25



