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Vektorpolinomok; .

p:[52,-2,9]

vektorpolinomok: r(s)= kzg a,S, (1)

Lagrange interpolacio
m adott n+/ pont Py>---5P,
és n+1 paraméter érték: {, <1 <...<1I,.

m cel r(z)=p, (0<k <n).
m pontosan egy megoldas van;
. , to [t | |t
a sulyfuggvények:
: Lo 110 |0 |O
L(t) {1 ha j =k, L (?) Ht_t' L, {0 [1 ]0 |0
Kk \7j = . — k — 4 —. 1
0 ha j #k. et —t oo 1 1o
r()=> p,L, (1) 0 J0 Jo |
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Vektorpolinomok, %

Pa PB

Hermite interpolacido (harmadfoku)

= adott: p,, t,, ps, tg ¢ €[0,1]
m cel
r(0)=p,r()=p;r'0)=t,r'(l)=t,
m sulyfuggvények:
r(t)=p, £,(t) +t,Gy (1) +py F (1) +t,G, (1)

Fy(f) =2t -3t +1 1

43 2
G,(1)=t"-2t" +1t —— ——
F (1) =-2t° + 3t F 1o s 1o o
G (=t -t F, | 0| 1 0| o0
= Btodfokl: pa, tr, Sa, P b Ss Folo o] [eu]1]0
F.lolo 0 | 1
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Ujjgyakorlatok*

Hermite interpolacié (harmadfoku)

r(t) = pA FO(t)-i_tAGO(t)_i_pB E(t)_'_tBGl(t)

F(t)=2t -3t +1, F,(1)=0
G,(t)=t>-2t> +t,G,(1)=0
F()=-2t +3t*, F(1) =1

Pa

G ()=t -t>,G(1)=0
r(l)= Ps
Bizonyitsuk be, hogy a Hermite
interpolacié r=0-ban
reprodukalja az A-beli tangens
vektort '

r'(t)=p, Fy () +t,Gy(t)+py F(1)+t,G/(1)

Fl(t)= ... E/(0)=.....

GL(t) = oo LG/ (0)=....
Flt)= . JF0)=......
G/ ()= oo G'(0)=.....
0)=.....
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Ujjgyakorlatok

Hermite interpolacié (harmadfoku)
r(s) = P4 Fo(t)+tAG0(t)+pB E(t)"‘tBGl(t)
F,(t)=2t -3t* +1, F,(1)=0 Pa Lz
G,(t)=t>-2t> +t,G,(1)=0
F()=-2t +3t*, F(1) =1

3 2
r(f);f;: Lo Gih=0 F(0)=p, F0)+ G0+, F0)+6,G](0)
? El(t)=6t"—6t, F/(0)=0
Bizonyitsuk be, hogy a Hermite G)(t)=3t"-4t+1,G}(0) =1
interpolacio t=0-ban F(t)=-6t"+6t, F[(0)=0
reprodukalja az A-beli tangens Gl(t)=3 21, G/(0)=0
vektort F0) =t
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Bernstein polinomok,

n-ed foku Bernstein polinomok:

(A=1)+1) = B'(1) = [Zj 1=y

(o) 1 By

(o)1) 11 B B
))EE) 12 1 B B B
LJGE)E) 133 1 B, B B B
HEEE 14641 ||B B B B B
[ijn(n—ll‘)z..'.(n;kﬂ) .............
binomialis egyutthatok Pascal A Bernstein polinomok

7



Bernstein polinomok,

n-ed foku Bernstein polinomok: B () = ("j (1—1)y*¢
k

tulajdonsagok:
8 B (t)=0 t[0,1],
" 3B()=1. (1-n+1y =1,

" B/®)=B,,(1-1), B!

o Bl (t)=te [0,%] né,te [%,]] csokken, Bg Bl1

= B'0)=1, B'(0)=0 k=1, B B! B

= B{()=(-0)B/(t)+ B (1) B; B B B
(BZ(t) =@ (-0 =("lzlj Fa-ot +(Z:D z‘"(l—t)”"j B, B' B, B B

Bazis — barmely n-ed foku polinom eldallithatd a bazisfliggveények linearis kombinacidjakent
,¢,¢,...,¢"), [B.,B',...B"], r(t)=a,’+at+a,=b,(1-1)"+b 2(1-1)t+b,t

n
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Bézier gorbek -
dsszefoglalo

n-ed foku Bézier gorbe:  r(f)= ¢, B" ()
k=0

e kontroll poligon: C,,C;5...C

n

e Bernstein bazisfliggvények:

n Kk
-

((A=t)+1)" =1, Zn:B,f(t)zl

n=1-(1-1)+t), B,:(1-t), B/ :t

n=2-((1-0+t)’, B;:(1-1)°,B}:2(1-1)t,B; :t
n=3->((1-0)+1), B :(1-1t)’,B :3(1-1)°t,B; :3(1-1)t*,B; :’
n=4—-((1-0+1)*, By:(1-0)° B':4(0-1)’t,B; :6(1-1)°t*,B; :4(1-1)t’,B; : ¥’
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Bézier gorbek,

n-ed foku Bézier gorbe: r(¢)= i ¢, B/ (1)
k=0

kontroll poligon:  ¢,,¢,,...c, intuitiv!!
végponti interpolacio:

r(0)=c,r(l)=c,,

r(0)=n(c, —¢,), ¥(/)=-n(c, —c, )

affin invariancia
konvex burok tulajdonsag

kozel lokalis kontroll

m c, mbédositasa leger6sebben k/n-nél jelentkezik
egyenes reprodukcio

m ha a ¢k egy egyenesen vannak, r(t) is egyenes
valtozast csokkent6 tulajdonsag

m tetszlleges egyenes esetén a gorbevel valo metszéspontok
szama nem tobb mint a poligonnal valé metszéspontok szama

stabilitas
m ha az r(t) gorbe minden kontroll pontjanak legfeljebb ¢ hibaja
van, akkor a gorbe tetszéleges pontjaban a hiba legfeljebb «.

Bézier gorbék
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Bézier gorbek,

de Casteljau algoritmus

m ismételt linearis interpolacio

" C,,C,,C, ¢y
= ¢,,C,,C)
= C,C

[ Co

m kiértékel6 formula
¢/ (== () +1te] [ (?)

i+1

(i=0,....n—r; r=1,...,n)
¢ (t):=c..

m r+/ kontrollpont kombinacioja

/(1= Xe,, B/ (1)

t

eP,

0

oP,

oP,

Bézier gorbék
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Ujjgyakorlat* - Bézier gorbek

1. deCasteljau:
(i) t=0.5, (11) t=0.25

2. fokszamnoveleés:
n=4 — 5
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Ujjgyakorlat - Bézier gorbek

1. deCasteljau algoritmus; (i) t=0.5, (i1) t=0.25

=

c

e
e

2. fokszamnovelés; n=4 — 5

Ba
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Bézier gorbék;,

fokszamnovelés
m Bernstein bazis: n — n+1/

n+l

r(t)= kZOCkB;? (1)= ;)CZBZ ().
m linearis kombinacio:
o J

c
7 n+1

J
cj_1+(1——n+1)cj

(+a-0)5e50) =
m a poligonok a gorbéhez tartanak
lim[e,c,...c |=[r(?)]

felosztas ¢e[0,1], 0<¢ <1
m de Casteljau pontok

n % %
r'(s)=2e,Bl(s); ¢, =¢
k=0

Bézier gorbék
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Bézier gorbek,

derivaltak
e Bernstein fuggveény derivaltja:

d n n— n—
L Bl(1)= n|B (1)~ B (1)}
e Bézier elsd és masodik derivalt:
, dr(t n-l .
r(7) = d( ) ”Z<cj+1 _cj)Bj (1)
t =0

n-2
i) =n(n-1x (¢, —2¢,, +¢,)B (1)
=
e végpont:  r(0)=c,,i(0)=n(c, —¢,),
i(0)=n(n-1)(c, —2¢, +¢,)
e harmadfoku Hermite vs. Bézier:

r(0) =t, =3(¢, —¢,),

Ci=Pa +§tA

Bézier gorbék
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Bézier gorbék-

els6 és masodik derivalt
a vegpontban:

r(0)=c,,r(0)=n(c, —¢,),
i(0)=n(n-1)(c, —2¢,+¢,)

két gorbe Osszeillesztése:

()= Yo Bl 1 (1) = Y ¢, B (1)

Ry 0o, . * __
pozicio: C :¢, =¢,

{Co,cl,cz} {cn-z,cn-l,cn}

parametrikus folytonossag:

C':r'()=r(0), m(c, —c,  )=n(c,—c,)

C*:¥ (1)=¥(0), m(m—-1)(c, —2¢c,  +c,_,)=nn-1)(c,—2¢,+c,)
geometriai (érintd és gorbulet) folytonossag:

G:(c —¢c )=a(c,—-c¢),G :x(c,c _.c _,)=kK(c,c,.,c,)
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Bézier fellletek,

e Bézier gorbe:
’()= ¥ ¢,B/(1) -
n cl
r()=[B;() B!(t) ... BI(0)]
cl’l
e Bézier felulet: -
s(u,)=3 Y ¢, B ()B!(v)
(C, €y -
n clO cll
s(u.v)=[Bj () Bl(w) ... Bl(w)
9 _cnO

[ ]
Bézier fellletek Bézier fellletek
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Bézier fellletek,

o v=0 hatargérbe:  s(u,0) = i c.,B’ (u)
i=0
e v=() hatargorbe, u és v (kereszt-) derivaltak:
$. (1,0) = n z; (€000 —€0)B (1)
$,(1,0)=m zo (¢, —¢,0)B! (1)

e v=() hatargorbe, normal vektor:

N(u,0) =$,(u,0) x$ (u,0)

e G’ folytonossag szomszédos fellletekre:

m

swy) =X ¢,B/()B] (v).
i=0 j

p@@zéémﬂwwmw

a) ¢,=d,,(c,—-c,)=a(d,—-d,),i=0,...,n
D) s(u,0)=p(u,0), N,(#,0)|IN,(u,0),u<[0,1]
a(u)s, (u,0) + f(u)s, (u,0) =y (u)p, (u,0)

Bézier fellletek
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Bézier fellletek,

e bilinearis interpolacio:

1 —
s(u,v)=[1-u u]{coo CO{]{ V}
Co Cu 4
e de Casteljau algoritmus fellletekre:

r=1,r-1 r=1,r—1
rro__ ci,j ci,j+1 l_v
cl. .= [1 —Uu M] )
> r—1,r—1 r—1,r-1
ci+1,j ci+1,j+1 %

r=1,...,n;

i,j=0,...,n—r

Bézier fellletek
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Bézier haromszogek,

m Baricentrikus koordinatak: bels6 domén
pontok felirasa a csucsok kombinaciojakeént

u=(u,v,w)=up, +vp, +wp,,
u,yow20,u+v+w=1

m Haromvaltozos Bernstein-polinomok:

n) . .
B”i(u)z(ijulvfwk, i=(,j,k),i+j+k=n

m Trinomialis egyutthatok:

u+v+w)' = u'v/w; =
( ) Z[lj [lj il jlk!

1

m Bézier-naromszog Bernstein-polinomokkal:

b(u) = ZbiBin (u)

|i|:n

Bézier haromszogek
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Bézier haromszdgek, -
kontroll pont strukturak

D110 b booo D310 Do,
200 —
bo2o
D301
b
oy Do, 202
D103
Doo2
n=>2 n=23

Bézier haromszogek 21



Onalld feladat

Haromoldalu és négyoldalu Bézier feluletek

m felUletkonfiguracid: egy szomszédos haromoldalu és
négyoldalu felulet G1 (kdzos tangens sik) kapcsolodas
biztositasaval

m interaktiv keretrendszer fejlesztése, 3D-s megjelenités
m kontrollpontok interaktiv modositasa (fuggdseéq)
m sikmetszetek grafikus megjelenitése (OpenGL)
m (opcionalis: mozgd domeén pont --- mozgo felllet pont)

Szeminarium a haromoldalu Bézier feluletekrdl és a G1
kapcsolddas feltételeirdl

Haromoldall Bézier feliiletek
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A kovetkezo eloadas tartalma

B-spline gorbék
m bazisfuggvények
m tulajdonsagok
m egyszerl miveletek
m folytonossagi kérdések

B-spline feluletek
m feluletek csatlakoztatasa

Kovetkez6 eldadas
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