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 Pontok és vektorok

« GOorbe és fellletegyenletek
 Differencial geometria - alapok:

 implicit és parametrikus gorbek
» implicit és parametrikus fellletek

3D - geometriai modellezés,
alakzatrekonstrukcio, nyomtatas 2



p=(x,y)eR,p=(x,y,2)eR’ .\.o
(@)

Pontok kombinalasa (sulyozott atlag)

n

. r " u V4 . 3

e linearis kombinacio:  r= E ap, o« R, p,eR
i=1

e baricentrikus kombinacié: > o, =1
i=1

L 1 m,
e konvex kombinacio: a,=20 pl o=— ¢ :

Pontok transzformacioja =
r =®d(r);®:R° >R’
e pl. eltolas, elforgatas, skalazas, nyiras

e affin transzformacio
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Az 0sszes affin transzformacio felirhatoé az alabbi formaban (!):

r =O(r)=rA+v ° o

[x*,y*]=[x,y]{““ “”}[vx,vy] NG \ °

a, dy

@)
(0]
a, dy, dy

* * *
[X Y 52 ]I[X,y,Z] dy Ay Ay +[Vx,Vy,VZ]

dy  dzy i

- egyenest egyenesbe kepez Q

« R?; adott két haromszdg — a ® leképzés egyértelml
R3: adott két tetraéder — a O leképzés egyértelmi
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r =O(r)=rA+v '\.. 0

1 O
Azonossag: A = , v=_0
0 1
[ cosa  sina
Eltolas: A=1 v#0 Forgatas: A= }, v=0

P~ SIN X COS &

10
¢ O} Nyirds: A = }
a 1

0 b

Skalazas: A= {

Egybevagosag: A'A=1 r (x,y)> (x+ay,y)
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.

(Affin invarians linearis kombinacio)
Alapkovetelmeény:

1. kombinacio, 2. transzformacio = 1. transzformacio, 2. kombinacio
®:R* >R, r=)ap, r =0@r)=) ad@p)=) ap,

i=1 i=1 i=1
Feltételek:

(i)  a,- k baricentrikus sulyok > «, =1
i=1

(i) @ affin transzformacio
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Baricentrikus sulyok

k
r =0(r)=r+(0,2) P=(02),a = . P, =(24) @, =, P = (40) @ =,
P, C (02)1+(24)1+(40)1 0+1+1 1+2+O) (2,2.5)
2 = =) 9 V) — = s = 94
A 4 4 2 4 2
P, * C =C+(0,2): OK
P 1 1 1
(0,4)—+(2,6)—+(4,2)—=(0+1+1,1+3+0.5) = (2,4.5)
. 4 2 4
P, P,
P, ] ~ Nem baricentrikus kombinacié !

; P, =(0,2),, = l, P,=24),a, = l, P.=(4,0),a, = l,

D’ P, 2 2 4
P D=(O,2)l+(2,4)l+(4,0)l=(0+1+1,1+2+0) =(2,3)

2 p* 2 2 4
‘ D =D +(0,2)!
P P; 1 1 1
! (0,4)5 + (2,6)5 + (4,2)Z =0+1+1,2+3+0.5)=(2,5.5)
>
P3
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a=(a,a,a)eR’

Elemi vektor miveletek: R’>R’, c=a+b,d=a—b,e=/a

Skalarszorzas (dot product):

(a,b)=ab +ab, +ab,
(a,b) =|a|b|cos ¢

Tulajdonsagok:
Kommutativ: (a,b)=(b,a)

Disztributiv: (a+b,c)=(a,c)+(b,c)

90°:(a,b)=0<alb bjcos@ = (a,b)/Ja|

Abszolut érték négyzete: (a,a) = ‘a‘z
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roK;

Vektorszorzas (cross product):

i)

b. b

X y

|axb |=|a|b|sing
Tulajdonsagok:

Nem kommutativ: axb =-bxa!

Disztributiv: (a+b)xec=axc+bxc
Parhuzamossag: axb=0<a|/b

Paralelogramma teriilete: |[axb|

Pontok, vektorok

i
axb=|a, a, a |=(ab.-ba,-ab +b.a
bZ

x "z

axby — bxay)

axb

(Jobb kéz szabaly)




Figgvény:  y=f(x),R' >R z=f(x,y),R* >R
Implicit: F(x,»)=0,R* > R'; F(x,y,2)=0,R’ >R’

Parametrikus: r(t) = (x(¢), y(t)), R' = R*; S(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)), R> - R’

vt FG,»)>0 $ r(?)
vt y=r() Q )
—
———] _ X
- F(x,y)=0 N
-»> t€[0,1]
X
- egyertelml hozzarendeles . (végtelen) félterek - véges felliletdarab
* pnt_on_crv egyszer( « pnt_on_crv egyszerl » pnt_on_crv nehéz
. mintavételezés egys;erﬁ * mintavételezés nehéz  mintavételezés egyszeri
* CAD: ritkan hasznaljak « CAD: szabalyos feliiletek « CAD: szabadformaju

felUletek
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Példa (2D): parabola
Flggveny: y=ax2 +b, (elforgatva nem fiiggvény !)

Implicit:

Parametrikus:

F(x,y)=ax’+2bxy+cy’ +2dx+2ey+ f =0
B=ac-b*>, B>O0ellipszis, B=0 parabola, B <0 hiperbola

r(t) =p,(1-1)" +p,2(1-0)t +p,t°

Idealis reprezentacio
» koordinata rendszer fuggetlen

y

« paraméterei geometriailag ertelmezhet6k

A

vt

P2

Po

Egyenletek
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Altalanos kupszelet

egyenlet vektoros
alakban:

- félgomb a sikon,
parameéterek:

O, p h—

r’ =(er)’ +2rv+w

ol I

Egyenletek

12



_ . p2 I ¢ F 0
F(an’)—O: F(an)R —>R Yy (x’.y)>

A sikot harom részre osztja

F(Xo,yo)<O,F(x0,y0):O,F(XO,y0)>O

F(x,y)=0
Szintgorbe sereg (eltolassal keletkezd gorbék) >

F(x,y)=d = F(x,y)-d =0—>G(x,y,d)=0

Gradiens vektor - az (X, V) kétvaltozés fiiggvény parcidlis derivaltjai

grad F = 8_F’8_F , R* >R’ tangent F = 8F, oF ,R> >R’
ox Oy oy ox

Implicit gorbék 13



2
x
Ellipszis Fx,)="+2 —1=0

2 b2

2 2

H F Y
' X - < _ 1 0
|perbola ( y) 5

Nem gorbe F(x, y) = x> + y2 +1=0

Onmetszé gorbe  F(x,y)=x"—x"+3" =0

Tobb darabbal

22 A
4ll6 gbrbe F(x,y)=xy -y —4x=0

Implicit gorbék
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Pontok kiértékelése : y

|+| Vagy I_l Vagy |O|
F(x,)=xy"—y"—4x=0 y<2 \

1 1 1
1)1:(295)9})2:(_591)91)3:(_591)91)4:(195) N@ X=1
Ll L] ] .1 y \\ 3
Gradiens vektor komponenseinek , g==2 ‘
meghatarozasa :

OF OF
grad F(x,y)=| —,— = (eeeeeeeeeeerreeeeeenns  eeeeeeessrnneeesiTIvase ,)
ox Oy
Gradiens kiértékelése a P; gorbepontban: ( ) )
Erintévektor a P; gdrbepontban: ( , )

Implicit gorbék 15



Pontok kiértékelése :
l+l Vagy I_I Vagy IOI

F(x,y)=xy2—y2—4x=0

Y
g
R=@5), B =2, R=(-3.0.P=(,) N o
[17=+] [0.5:>+l 0] [-2=-] ﬂ\\ v

Gradiens vektor komponenseinek » y=-2 /
meghatarozasa ‘

grad F(x,y) = oo =(y"—4,2xy-2y)
ox 8y
8
Gradiens kiértékelése a P; gorbepontban: (-3, g)
) 8
Erintévektor a P; gérbepontban: (5,—3)

Implicit gorbék 16



differencial-geometriaja

Parametrikus gorbe: tela,b] > R" :xr(t) =(x(¢), y(¢),z(2))

1. Példa (2D): parabola
r(t)=b,(1-7)* +b,2t(1-1)+b,t*, 1 €[0,]] |y

2. Példa (3D): csavarvonal

r(t)=(pcost,psint,at),t €[0,2nrx]

Egyszerl gorbe (regularis):

r(t)=r(t,)=>t =t,

r(t+h)—r(f)
h

Elsd derivalt (érintd vektor): r(#)=r(?)=lim
h—0

Parametrikus gorbék 17



differencial-geometriaja

Atparaméterezés
r(/)
r(0) r(2), [0,1] r(a)

r(a+2)

r(u), [a,a+2]

1. Kiindulé gorbe

Atparaméterez6 fliggvény  u(?)

2. Linearis atparaméterezés

- folytonos, szigoruan monoton, differencialhato

Ekvivalens gorbe:  r(¢) = r(u);

Példa:  r(t) > ru); [01]—>[2,4], u(t)=2t+2

A derivaltak megvaltoznak: 1, (u)=

[a,b]—[«, F]
or or ot . 1
— = 1)—
on oron "
o

r(c)

r(v), [c.d]

3.Tetszbleges atparaméterezés

r(0)

r(L)

r(s), [0.L]

4. ivhossz szerinti atparaméterezés

18



Az r(t) gorbébe irt poligon:

a=t, <t <..<t =b;

n n r t-_ +At —-r ti—
Sab’n§Zi=1|r(ti)—r(ti_l)|=Zi=1| (tiy A)t USIpy

Sa,n KOrlatos — rektifikalhatd — az ivhossz létezik

5 = i| #(t) | dt = iJr (6) + 72 (6)+ 7 (¢) dt

Az ivhossz a paraméter fuggvenyeként:

s(t) =[] dr: 50 =[i@) or

ot

os

ot

9

Parametrikus gorbék 19



Természetes (ivhossz szerinti) paraméterezés: r(Z(s)) — r(s)

, ,dr
lvhossz szerinti derivalas: ==
ds
Tulajdonsagok: (a)|r'=1, (b)r'Lr"
dr dt dt
"N = | ——| = || — = 1- / 2 _ IRy —
@] =|[Z =11 = 1 G (=1 - 26" =0

Erinté egységvektor: e =r'(s)

Parametrikus gorbék 20



Parametrikus gorbe

r(t)=b,t’ +bt+b,, t[0]]

b, =(12,6) b, =(-8_2), b, =(4,)

Erintévektor egyenlete:

r(0.5)
F(1) =i, ,t€[0,1]
Gorbepont és érintévektor a
kozéppontban:
r(0.5) =(oeeryonnnn. ), 1(0.5)=C(0cerryu..... )
Erinté egyenes egyenlete:
I(w)=r(,)+wr(),t, =051w)=(..,...)+w(..,....)

Parametrikus gorbék




Parametrikus gorbe

r(t)=b,t’ +bt+b,, tc[0,1]
b,=(2,6) b,=(-8,2), b,=(4,])
Erintévektor egyenlete:

£(f)=2b,t+b,,t[0,]]

r(0.5)

Gorbepont és érintévektor a kdzéppontban: X

r(0.5)=(3,3.5), ©(0.5)=(4,8)

Erinté egyenes egyenlete:

I(w) =r(t,) + Wi, t, =0.5, [(w)=(3,3.5)+w (4, 8)

Parametrikus gorbék 22



Pithagoraszi hodograf gorbek

Sikgorbék ivhosszanak szamitasa:

s = i\/r () +7,(¢) dt = i|;>(t)| dt

Az ivhossz mikor polinomialis?

Parametrikus gorbék 23



pithagoraszi szamharmasok

Derekszogu haromszog:

mikor egész szam a ket befogo és az atfogo?
Pl.: A=3,B=4,C=5 A°+B =C’
u,v>0,u>v
A=u’—v’,B=2uv,C=u’+1’,

A+ B> =W’ —v) +4u™ Vv =’ +v’) =C’

Pl: u=2,v=1->4=3,B=4,C=5
Pl: u=3,v=2—>A4=5,B=12,C=13

Pithagoraszi szamharmasok 24



Simulokor:

r, =r(t—At),r, =r(t), r; =r(t + At)
At — O, [1'1, 1'2, 1'3]: kor

Sugar és gorbulet:

I _[F@O)xE@)]
OB O

Alternativ szarmaztatas:

p(1), x(t)=

e, =r'(s),e, =r'(s+As), 1imA—a:1<

A0 AS
k(s)=[r'"(s), r'(s) Lr"(s)

Kozeépponti vektor és evoluta:

c(t) = %n(t), k(t)#0, —r(t)+c(r)

Parametrikus gorbék 25



Simuldsik és binormalis:
n=n(s),b=exn

Kisérd trieder (Frenet frame):

[e(s),n(s),b(s)]

Torzio
(a Frenet-frame elfordulasanak mértéke):

b, =b'(s),b, =b'(s + As), lim% =T
As—0 AS
det(r, i, )
|FXT|?

1
7(s) = 2 det(r’,r",r""), () =

Vegyes szorzat: (a, b, ¢) = (axb, c) = det(a, b, c) ?

Parametrikus gorbék 26



Polinomialis bazis

a
2 2 do
[aZaalaaO][t ata]] r(t):azt +alt+309te[091] a2
>
a,=(6,1) a =(-44), a ,=(4)
Kezdbpont: (., ), végpont: ( , ), felezbpont: ( ., )
Bernstein bazis
[b,,b,b,1[(1-0)*2¢t(1-1),] r(®)=b,(1-1)*+b2t(1—1)+b,t*,t €[0,1]
b, =(41) b,=(23), b,=(66) A b,
Kezdbépont: (., ), végpont: (., ), felezbpont: ( ., )
b,
b,
>

Parametrikus gorbék 27



Polinomialis bazis a
a
[a,,a,,a,][t’,t,]] r(t)=a,t’+at+a,te[0,] ° > a
>
a,=(61) a =(-44), a =41
Kezdbpont: (4,1), végpont: (6, 6), felez6pont: (3.5, 3.25)
Bernstein bazis
[by,b,,b, 1[(1-1)>,2t(1-1),t’] r(t)=b,(1-t)> +b2t(1-t)+b,t*,t €[0,1]
bo = (4,1) b1 = (2,3), b2 = (6,6) A bz
Yy
Kezdépont: (4, 1), végpont: (6, 6), felez6pont: (3.5, 3.25)
b,
bo
>

Parametrikus gorbék 28



r' = ®(r)=r+(0,2) v}

Polinomialis bazis, linearis kombinacio a,
[a,,a,,a,][,t,1] r()=a, +at+a,,te[0,l] ™ o a,
>
t?+t+1+1,t€(0,1]
a,=(6,1),a, =(—4,4),a,=(4,]) Kezddpont: (4,1), végpont: (6, 6), felezépont: (3.5, 3.25)
a; — (6,3),31" = (_4,6),33 =(4,3) Kezdépont: (4,3), végpont: (6, 12), felezépont: (3.5, 6.75)
vl b,
Bernstein bazis, konvex kombinacio
2 2 2 2 I:’1
[by, by, b, 1[(1-1)*,26(1=1),°] 1(H)=b,(1-1) +b,2(1-1) +b,t
_\2 . 2 b
(1-0)*+2t(1-t)+1* =1,¢ €[0,1] o,

b, =(4,1),b, =(2,3),b, =(6,6) Kezd&pont: (4, 1), végpont: (6, 6), felezdpont: (3.5, 3.25)

b"(; — (4,3),[,’1" — (2,5),1)"2‘ =(6.8) Kezddpont: (4, 3), végpont: (6, 8), felezépont: (3.5, 5.25)

Parametrikus gorbék 29



Z* F(x,y,2)>0

F(x,y,2)=0, F(x,y,z):R’—>R'

A teret harom részre osztja

F(xy,90,20) <0, F(xy,4,20) =0, F(x,,¥,,2,) >0

2 2 2

Ald 4k X z
Példak: Y120, vagy

a b C

Szintfeluletek
F(x,y,z)=d > F(x,y,z)—d =0
Gradiens vektor (1), merdleges az érintésikra
OF OF OF
ox dy Oz
Erintésik egyenlete: P, = (x,, Yy, 2,), F (X4, V,,2,) =0, N, = grad F(x,,,,2,)
(r—=Py, No)=((x,y,2) =Py, N;) =0

(from Otto Seiskari)

grad F(x,y,z)= [ j, R’>R

Implicit gorbék 30



differencial-geometriaja

Parametrikus feliilet:  r(u,v) = (x(u,v), y(u,v),z(u,v)); E’:[a,b]— E’

Konstans paramétervonalak: r(u,,v), r(u,v,)

o _or.  0Ox Oy Oz, _or
Derivaltak: ru (u9 V) — (51/{) — (au ’ au ’ au)a rv (U,V) (Gv) ?

Normalvektor:
I, XI,

n — u = const

ob

[l X ||

v = const

Els6rendl fdbmennyiségek:

u

E = rl%)F = (ru;rv>; G = 1'5

uv-plane

Parametrikus feliiletek 31



v=1 konstans paraméter vonal felirasa:

r(u,v)=(LL0)+(2,4,)u’ +(5,52)uv+(3,3,3)v>, (u,v) €[0,2]
r(u,) =)= (oeyrey ) F (oo ooy DA (s oy U

Derivalt figgvények és értékiik az (1,1) pontban:

F, (U V) = oo, F (U, V) = e
r(u=Lv=D)=(..,...,...) ru=Lv=1)=(..,...,...)

3D-s pont egy felluleti gorbén:

(), v(6)=(025+6,40)  1w,0) = 0OV (0) g5 = (o)

Implicit gorbék 32



v=1 konstans paraméter vonal felirasa:

r(u,v)=(11,0)+(2,4,D)u” +(5,5,2)uv +(3,3,3)v*, (u,v) €[0,2]
r(u,l)=c(u)=(4,43)+(5,52)u+2,4,)u’

Derivalt figgvények és értékiik az (1,1) pontban:

r,(u,v)=(4,82)u+(5,5,2)v r,(u,v)=(55,2)u+(6,6,6)v
r,(u=Lv=1)=(9,13,4) r(u=1,v=1)=(1LI11.8)

3D-s pont egy felluleti gorbén:

(@), v(0) =(025+6,4)  1(u,0) = (u(0), (1), 00s = (7,7.5,4.25)

Implicit gorbék 33



Elemi fellletdarab: j%L

Au

Av

AAd=|(r(u+Au,v)—ru,v))x(xWu,v+Av)—r(u,v))|=

r(u+Au,v)—r(u,v) y r(u,v+Av)—r(u,v)
Au Av

| Au Av

Felszin:

A={[lr, xr,|dudv =ff\/EG—F2dudv

Parametrikus feliiletek
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Fellleti gorbék:

u=u(t),v=v(t),telt,t],

r(u(2),v(t)) =r(?)

u = const

ob

u

v = const

uv-plane

Fellleti gorbesereg, normalmetszet :
n(@)lln, = x(p)

Meusnier-tétel: k(@) = k. cos £(n.(p), ng)
Fogorbuletek: K=K ,K,=K,__

Fégorbuleti iranyok:  k,,k, Kk, LKk,

Euler-egyenlet: k(@) =K, cos’ @ +K,sin’

Parametrikus feliiletek

35




Elsérendi fémennyiségek: E=r’,F=rr.G=r’
u u v v

Masodrendl fomennyiségek:  L=r n,M =r n, N =r n

Gorbulet meghatarozasa egy adott pontban:

2 -4 1)
det| E F G|=0, =A,4, =K.k, K,k
L M N
2
A —dvldu K(/I)ZL+2MZ+N12
E+2FA+GA

Parametrikus feliiletek 36



Parametrikus fellletek,

Gauss-(szorzat-) és atlaggorbuletek: G=KkkK,; M = l( K, +K,)
S_LN-M?  NE—2MF +1G 2
EG — F2’ 2(EG — F2)
Fellilet pontok kérnyezetének osztalyozasa: R
G>0 — elliptikus, ‘Q‘éx
G<0 — hiperbolikus, N

G=0, (M#0) — parabolikus

|
|
i

—
(3

0

Parametrikus fellletek 37



Parametrikus fellletek,,

Az Euler egyenlet mas formaban: k(@) =k, cos’ @+K,sin’ ¢
Polarkoordinatak: r = f, X = \/;cos O,y = ﬁsin ¢
o . Xy
Dupin-indikator (lokalis kupszelet): —+—=1
P P

G>0 G=0 (M+0)

Parametrikus fellletek
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Gorbuleti vonalak és umbilikus pontok

Alliez et al.: Anisotropic Polygonal Remeshing, SIGGRAPH’2003

Parametrikus feliletek 39



fellUletekg

Umbilikus pontok: k =x, =c, x(f) =c;

Geodetikus vonalak:

+ a fellleti normalis és a gorbe fénormalisa egy egyenesbe esik, pl. f6korok a gombon
(mellékkorokre nem igaz!)

+ két fellleti pont kdzo6tt a legrovidebb ut mindig geodetikus vonal, forditva nem igaz!

(from Lorenz Lachauer)

40



G : Gauss-leképzés (normalis egységvektor)

m “Gauss-gombre” képez

S(W) = =VuG : alak (shape) operator / Weingarten-leképzés
m Az egységnormalis (negalt) derivaltja W irany szerint
®m n' L n (mivel egységvektor) = § a normalsikban van

m 2X2-es matrix, szimmetrikus linearis leképzés

K(w) = (S(w), w)
G =S|, M = -tr(s)

Fégorbiletek /iranyok az § sajatértékei/vektorai

3D Szamitégépes Geometria
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m Milyen bazisban {rjuk fel?

m Ha a f6iranyok bazisaban:
. K1 0
&= (0 Kz)
m Tulajdonsagok rogton latszanak

m Altalanosan:

m Az elsé parcialis derivaltak bazisaban irjuk fel

m S =171 ahol

B e )

az elsé és masodik fundamentalis formak

m Fugg a paraméterezéstol!
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m Alternativa: 3D bazis

m A féiranyok mellé felvesszik a normalvektort:

K1 0 0
W=<0 K» 0)
O 0 O

m “Beagyazott” Weingarten-leképzés
= lyenkor G = (tr(W)? — tr(W?))

m Felirhat6 az (x, y, z) bazisban is:

m W= (") 11-J* ahol J* a Jacobi-matrix pszeudoinverze:

J© = (]T])_llT = I_llT =(- I_l)T, J=(0y Iy) [3x2-es matrix|
m  Paraméterezés-fuggetlen, de koordinatarendszer-fuged

3D Szamitégépes Geometria 43



fxx  Jfxy  faz
m Kell: gradiens (Vf) és Hesse-matrix H=| fxy fyy fyz

fxz fyz  Jzz

m [egyen U és V merdleges vektorok az érintésikban, és
— — Tl — Tl — vl
fn - ||vf||) fuu — u Hu, fuv — u HV, fvv — V HV
m Ekkor a Weingarten-leképzés az (u, v) bazisban:

5= (. o)

m Beagyazott: W =%-T +H-T,ahol T =13 —nn’, n=

4
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