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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Gyokkeresé algoritmusok

» Feladat: f(x) =0

» x skalar vagy n-dimenziés vektor

\4

Nemlinearis eset az érdekes

v

Iterativ megoldas

» Konvergencia sebessége altalaban ismert
> J6 kezdserték kell (nagyon fontos!)

v

Egy dimenzidban keretezés

v

Probléemat okozhat

» Ha nincs gyok
» Ha tobbszords gydk van
» Ha nagyon kozeli gyokok vannak
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Keretezé és nyitott médszerek

> Keretezd médszerek
» Megadunk a gyoknél kisebb és nagyobb értékeket
» Mindig miikddnek
» Altalaban lassan konvergalnak
» Nyitott modszerek
» Csak kezdderték kell
» Nem mindig miikddnek
» De ha igen, gyorsabban konvergalnak
> KezdGérték gyakran a feladatbdl adédik
» De johet inkrementalis keresésbdl:

» Egyenletesen felosztjuk az intervallumot
> Elgjelvaltast keresiink: f(xk)f(xk+1) < 0, Xi € [Xmin, Xmax]
» Ha kevés részre osztunk, kihagyhatunk gyokot, ha sokra, lassi
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Kettéosztas (bisection) %

> Keret: Xigw €S Xhigh, f(Xiow) * f(Xhigh) < 0
> Xmid az intervallum kdzepe: (Xiow + Xhigh)/2
Ha f(Xiow) - f(Xmid) < 0:

> Xhigh -= Xmid
Ha f(Xlow) : f(Xmid) > 0:

P Xow := Xmid
Leallasi feltételek:

» Maximum iteraciészam tallépése (imax = log,
» Relativ hiba kicsi:

v

v

v

Xhigh —Xlow )
€

Xmid — Xmid
7

Xmid

<e

, . ) -
(x!;q az Gjonnan szamolt érték)
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Hamis pozicié (linearis interpolacio)
» Az el6z8 algoritmus médositasa
» Uj értéket linearis interpolaciéval
> Keretpontokat dsszekoté egyenes

és az x tengely metszete
» Hasonlé haromszdgekkel:

Xiow — Xhigh
f (Xtow) — f(Xnign)
» Gyakran jobb, mint a kettéosztas
» Nem mindig, pl. x10 1
» Erds gorbiiletd fliggvénynél nem hatékony
» Ridders-mdédszer:

» Nem sokkal bonyolultabb (masodfoki egyenlet van benne)
» Exponencialis fliggvénnyel linearizal — nagyon stabil
> /2-rendii (2 fv.kiértékeléssel 2x annyi szamjegyig pontos)
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Fixpont iteracioé

» f(x) =0 helyett x = g(x)
» Pl. mindkét oldalhoz +x n=e0)

%= &)

> lteracié: xxr11 = g(x«)

T x % x

» Leallas, ha a valtozas elég kicsi:

(a) (b)
X x ’ »=8®) ’ »=2g()
k+1 — Xk
= Zl<e
Xk+1 "
» Linearis konvergencia
"‘c) :d)

» A hiba aranyos a g fliggvény derivaltjaval
> Ha |g’(x)| > 1, akkor né
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Newton—Raphson iteracié %
» Taylor sor:

f(x+06) =~ f(x)+ f'(x)d + f”éx)(gz +...

Kis 0 esetén a linearis utani tagok elhagyhatéak
Ebbsl § = —f(Xk)/f,(Xk), és Xk+1 = Xk + 1)
Szokasos leallasi feltételek (iteracio, relativ hiba)
Hasznalhat6 tobbdimenzids esetben is

vVvVvyyvyy

Négyzetes (masodrendii) konvergencia
» De van ahol lasst: ha f/(xx) ~ 0
> llyenkor instabil is (0-ra kiértékelhetetlen)

Kell derivaltfiiggvény

v

» Kombinalhaté a kettéosztassal
» Csak olyankor osztunk,
ha a Newton—Raphson kimenne a keretbdl
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Keretez8 médszerek

Gydkkeresés
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Metszévonal (secant) médszer

> A derivalt kozelitése:
f(kal) — f(Xk)

F(xe) =
(Xk) Xk—1 — Xk

» Behelyettesitve a Newton—Raphson médszerbe:
Xk—1 — Xk
Xk+1 = Xk — f(xk
* f(x-1) — F(x) <

» Ez gyakorlatilag a hamis pozicié képlete
» De mindig a legjabb két pontot tartjuk meg
(Nem pedig amelyek ellentétes elgjeliiek.)
> Alternativ médszer: csak az utolsé pont alapjan
f/(Xk) _ f(Xk + 5Xk) — f(Xk)
X

> Kevésbé j6, mert tobb kiértékelés kell, és instabil




Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Brent-mddszer %

> Kombinalja a keretez6 és nyitott modszereket

> Keretezs: kettéosztas (ha a nyitott kivinne a keretbdl)
» Nyitott: metszévonal & inverz négyzetes interpolacié

> Inverz négyzetes interpolacié

» Mint a metszévonal médszer, csak egyenes helyett parabolaval
»  Elforgatott” x = g(y) parabolat illeszt

> Igy biztosan lesz metszés az x tengellyel
» Innen az ,inverZ’ elnevezés

> lllesztés Lagrange polinommal (y; = f(x;) jeloléssel):

= ye—1)lv — y) (v — yke—2)ly — y&) (v = yk—2)(y = yk—1)
gly) = Xe—2+ Xe—1+ X)
(Yk—2 — Yk—1)(Yk—2 — ¥&) (Vk—1 — Yk—2)(Yk—1 — ¥k) Yk — Yk—2)k — Yk—1)
Yk—1Yk Yk—2Yk Yk—2Yk—1
= Xky1 = Xe—1+

Xje—2+ X
(Yk—2 = Yk—1)(Yk—2 — yk) (vk—1 = Yk—2)(Yk—1 — ¥k) (k= yk—2)(yk — yk—1)
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Stratégiak polinomokra

» Osztogatas

» Az Gsszes gyok megtalalasahoz
> Ha talalunk egy xo gyokat, leosztunk (x — xg)-val
» Vigyazat: egyre tobb hiba csiszik be

» Muller-médszer

» Hasonlé a metszévonal médszerhez
» Harom ponttal kvadratikus interpolacié
» Komplex gydkparokat is megtalal

» Sajatérték modszer =t =2 L. a3 2
> A sajatértékek a karakt. o : 8 o
polinom gyokei : :
> Hatékony algoritmusok 0 ) 1 0

vannak a kiszamitasukra
Karakt. polinom: a,x" + -+ + a1x + ao.
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Laguerre-médszer

» Komplex aritmetikat hasznal

» Jol miikddik tobbszords gydkdkre is

> Legyen
Po(x) = (x=x)(x=x)--(x = x)
In|Pa(x)] = In|x—=xa|+In|x —x2|+ -+ 1In|x — x|
1 1 1 P,
aln|P,,(x)| T ox—x x—szr“. x—x,,_F,,_G
&> 1 1 1
—Z _InlP, = e — =
Ox? n [Pa(x)] (x —x1)? + (x — x2)? Tt (x — xn)?

P\? Py
- (7)) -5
> Tegyiik fel, hogy xo —x1 =aésxo—xi=b (i=2,...,n)
(ahol xp az aktualis tippiink) [furcsa &tlet!]
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Laguerre-médszer %
» Ekkor

> ...amibdl

T JCE(n_1)H_ G
> Az el6jelet agy kell megvalasztani,
hogy a nevezé normaja nagyobb legyen
> A kovetkezd tipp xo — a
» Szokasos leallasi feltételek:
» Ha elég kicsi a hiba

> Ha elég pici a valtozas
» Ha talléptitk a maximalis iteraciészamot
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Altalanos struktara

» Solver objektum allokacié:
» gsl_root_f[df]solver_alloc(tipus)

» Solver paraméterek megadasa:

> gsl_root_fsolver_set(solver, f, lower, upper)

» gsl_root_fdfsolver_set(solver, f, df, guess)

> Fiiggvények: double (* f) (double x, void *params),

void (* fdf) (double x, void *params, double *f, double *df)

> lteracio6 (egy iteracios lépés!):

» gsl_root_f[df]solver_iterate(solver)

» Eredmény: gsl_root_f [df]solver_root(solver)

> Keret: gsl_root_fsolver_[lower |upper](solver)
» Solver objektum felszabaditasa:

> gsl_root_f [df]solver_free(solver)
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Leallasi tesztek

» Siker: GSL_SUCCESS visszatérési érték, kil.;: GSL_CONTINUE

» gsl_root_test_interval(x_low, x high, eps abs, eps_rel)
» Ellenérzi, hogy az intervallum elég sziik-e
» Ha nincsen benne 0 az intervallumban:

|X10w - Xhigh| < Eabs + Erel min(|Xlow|7 |Xhigh|)
» Ha benne van:

|Xiow —Xhigh| < €abs  (mivel 0 a minimum absz. az intervallumon)

> gsl_root_test_delta(xl, x0, eps_abs, eps_rel)
» Ellenérzi, hogy a valtozas elég kicsi-e:

|X1 - X0| < Eabs T 5re1|X1‘
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Algoritmusok

» Keretez8 médszerek:

P> Kettéosztas: gsl_root_fsolver_bisection
» Hamis pozicié: gsl_root_fsolver_falsepos
» Brent-mddszer: gsl_root_fsolver_brent

» Derivaltas médszerek:

» Newton—Raphson: gsl_root_fdfsolver_newton

» Metszévonal: gsl_root_fdfsolver_secant

» Steffensen: gsl_root_fdfsolver_steffenson
» A Newton—Raphson moédszer valtozata

» Tobbdimenziés médszerek (nem teljes):

» Mindenhol gsl_root helyett gsl_multiroot
» Broyden: gsl_multiroot_fsolver_broyden

> Discrete Newton: gsl_multiroot_fsolver_dnewton
» Newton—Raphson: gsl_multiroot_fdfsolver_newton
» Powell: gsl_multiroot_fdfsolver_hybridsj
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Gydkkeresés Keretez8 médszerek
Nyitott médszerek

Polinomok gydkei
GSL konyvtar

Polinomok GSL-ben

» Polinom kiértékelés: gsl_poly_eval(coeff[], len, x)

> coeff[0] a konstans tag, a fokszam len-1

» Komplex egyiitthatokra gsl_complex_poly_complex_eval
» Derivaltakkal: gsl_poly_eval_derivs(...)
> Gyokkeresés (sajatértékes megolds, QR-felbontas):

» gsl_poly_complex_workspace_alloc(n)

» gsl_poly_complex_solve(coeff[], len, w, z)

> z egy 2n elemii témb
> Felvaltva valés és képzetes tagok

» gsl_poly_complex_workspace_free(w)
» Specialis esetek:

» gsl_poly_[complex_lsolve_quadratic(a, b, ¢, x0, x1)
» gsl_poly_[complex_lsolve_cubic(b, c, d, x0, x1, x2)
> A féegyiitthaté 1
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Attekintés

» Feladat: f(x) — min
> Maximalizalasnal —f(x) — min
» Egy megoldas: derivalt/gradiens gyokei
» Lehetnek hozza kényszerek
> Egyenl6ségi és egyenl&tlenségi
» Specialis eset: linearis programozas
» Lokalis és globalis minimumok
» Kiilonb6z6 kezdGértékekkel prébalkozas
» Heurisztikak
> Kényszer neélkiili feladat:
» Egy- és tobbdimenzids
» Derivalt hasznalataval vagy anélkiil
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[1D] Aranymetszéses keresés %

, . . L, . L, fix
> Kettéosztasos gyokkeresés mintajara )

> Kell egy keret (Xiow €S Xhigh)
» Aranymetszés ardnya: a:b=a+b:a

Eliminate
~TTT Minimum

1

I

|

1

> a=¢b= ¢=(V/5+1)/2 ' 5

> ¢—1=;;¢:[1;1,1,...] lanctort (a
>

>

Fibonacci sorozat, spiral, 6tszog stb.

Epitészet, festészet, zene stb. o

Old Old
> X1 = Xiow + d €S X2 = Xpigh — d, =
ahol d = ((25 — 1)(Xhigh — Xlow) i i i
> Ha f(Xl) < f(X2), akkor = Xlow = X2 i ; ‘ % §
» Ha f(x2) < f(x1), akkor = Xnigh = x1 vom '”;' "“

» Az aranymetszés miatt az egyik bels6 ‘
érték mar ki van értékelve! o



Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[1D] Brent-modszer

» Hasonlé a gydkkeresé médszerhez
» Parabolat illeszt és az aljara lép
» Elfogadjuk, ha:
» A kereten beliilre esik
» Max. feleannyit [ép, mint az el6z8 lépésben

» Ha nem j6, akkor helyette aranymetszéses |épés
Valtozat: parabola helyett derivaltra metszévonal médszer

v

_______ parabola through (D @ @)
............... parabola through (D) @ @)

Numerikus analizis alapok 3D geometria 2



Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[nD] Lejté szimplex (Nelder—-Mead)

» Szimplex: n+ 1 ponta alakzat (haromszdg, tetraéder stb.)

> Legnagyobb fv.értékii pont: Xpign, szemben levé lap: Fpign
» Hasonléan xiow és masodik legnagyobb xunigh
» Indulé szimplexhez n+ 1 kezdGérték, pl. xg és xg + Ae;

» Miiveletek:

P Xnigh pont Frign feletti magassagara szorzoé
» Tiikrozés: -1
> Az alapmiivelet, ezzel kezd az iteracio
» Kihazas: 2
> Ha f(angh) < f(Xiow), akkor nyajtjuk
» Osszehtzas: 0.5

> Ha f(xpign) > (Xunigh), akkor besziikitjiik
> Ha nem segit: Fiow-t az xiow felé (felezés)
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[nD] Kereszt-entrépia %

> Feltételeziink egy valésziniiségi eloszlast a minimumra
» Minden dimenziéban kiilon!

v

Pl. normalis eloszlas

m: varhaté érték, o: széras
Ez alapjan k mintapont
Legjobb (elit) ke minta

Erre illesztiink 0] eloszlast

vVvyyVvyy

Relaxacié m-re és o-ra:

(1 —1/i)® ahol i az iteracié
Nem engedi, hogy

rogtén bezsugorodjon

v
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Kényszer nélkiil
Kényszerekkel
Heurisztikak
GSL konyvtar

Minimalizalas (optimalizalas)

[nD] MADS (Mesh-Adaptive Direct Search) %

> Véletlenszerii pozitiv feszitsiranyok (do = — Y 7, d)
» Sorban ellép, ha jobb (és megprobal 4x akkorat lépni)
» Utana 0j iranyok/lépéskoz (javult: nagyobb, kiil: kisebb)

3D geometria 2

Numerikus analizis alapok



Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[nD] Powell-médszer

» Iranyonkénti 1D minimalizalas (pl. Brent-médszerrel)
» f(xo + Au;) minimalizalasa A szerint

> Probléma: kiolthatjak egymas hatasat
» y irdnyl minimumban a gradiens meréleges u-ra
» v iranyl minimalizalasnal ezt meg akarjuk tartani
» Feltétel: u” Av = 0, ahol A az f Hesse-matrixa
» Cél: n linearisan fiiggetlen, kdlcsondsen konjugalt irany

> Modszer:
1. Induljunk ki a bazisvektorokbdl: u; = e
2. Minimalizaljunk sorban minden iranyban (= x{)
3. Legyen u; = ujy1 és u, = x5 — Xo
4. Minimalizaljunk x{-bél kiindulva u, mentén
5. Vissza a 2-es ponthoz; n iteracié utan az l-eshez
» Alternativa:
» uy helyett azt az iranyt dobjuk ki, amiben a legtébbet valtozott
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[nD] Konjugalt gradiens

» Jobb, mint a(z ismertebb) steepest descent algoritmus
» Nem ,zavarjak” egymast a lépések (mint a Powell-médszernél)

> Lattuk mar linearis egyenletrendszer megoldasara

» Most négyzetesen kozelitett fliggvény minimalizalasara

> f(x) ~ 3x"Ax — b"x + c a Taylor-sor alapjan

» Nem ismerjiik az A méatrixot = kivaltja az 1D minimalizalas
> Modszer:

1. Legmeredekebb irany: Axi = —Vf(x)

2. Ujirany: ux = Axg + vxuk—1, ahol y,-ra tobb képlet is van, pl.

T T
Fletcher—Reeves __ AXk Axy Polak—Ribiére __ AXk (AXk - Akal)
E R, S, K =
AX/Z—,]_Akal ’ AXkTilAkal

3. 1D keresés xx-bol ux mentén (= xx11)
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

[nD] Kvazi-Newton mddszerek

» Newton—Raphson médszer a gradiensre (A: Hesse-matrix)
Xpp1=xc — AL V(xk)

P David-Fletcher—Powell (DFP) / Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BGFS)
> Kozelits inverz Hesse-matrix szamitasa: limy_yoo Hx = A™1

» Gyakran jobb, mint az igazival szamolni

» Pozitiv definit A kell, hogy cstkkend iranyba vigyen

> A kozelités mindig szimmetrikus pozitiv definit (Hy = /)
» Nem feltétleniil tessziik meg a teljes Newton-lépést

> Ha nem javit eleget, részlépéssel probalkozunk (backtracking)

HPFP — Hot (k1 — xk) (ks — xk) "  [Hk(Vier = VA [He(V i1 — V)"
k1 (Xk+1 — Xk)T(ka_H — ka) (ka+1 — ka)THk(ka+1 — ka)
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Lagrange szorzé

» Feladat: f(x) — min és g(x) =0

> A g(x) =0 kontart bejarva keressiik, hol nem valtozik az f(x)
> Ha f és g kontirja (és igy gradiense) parhuzamos
» Ha f lapos (semmilyen iranyban nem valtozik)
> Képlettel: VFf = AVg = L(x,A) = f(x) — A\g(x)

» Megoldandé: VL(x,A) =0

> 2D Példa: f(x) = x1 + %, g(x) = xZ +x3 — 1

1 2/\X1
VL(x,A)=1]1|— 2Xx2 =0
0 x2+x5—1

> Ebbsl x; = xo = 1/(2)), az utolséba beirva A = +1/1/2
» Lehet tobb kényszer (mindegyikhez kiilon ;)
» Egyenl6tlenségi kényszerek = Karush—-Kuhn—Tucker (KKT)
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Linearis programozas

» z=apx1 + -+ aonxn = Aox — max; (x; > 0)
> Kényszerek: Aix < bj, Ajx > bj, Axx = by; (b > 0)
» Normalforma: csak A;x = b; kényszerek
» Korlatozott normalformahoz ezen felill
Vidj:ay>0A(Vk>0:a,#0— k=)
» Minden lin.prog. feladat atirhaté korlatozott normalformara
> A korlatozott normalformajiu feladat tablazatba irhato:

0 2 —4 0 _ z =2x—4x3
A=|1 6 -1 0]|,b=]| 2 =d(x1 =2—6x2+x3
0 -3 4 1 8 xa =8+3x —4x3
L [blelx]
z||0] 2 |-4
x1||2]-6]1
X4 8 3 -4
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Szimplex médszer

» Kivalasztunk egy oszlopot, ami a z sorban pozitiv (né a célfv.)

> A pivot oszlop negativ elemei kényszerek
> Max. novelés: a b oszlopban levs érték / |a negativ érték|
> Az a pivot sor, ahol ez az érték a legkisebb (=-pivot elem)
» Ha nincs negativ érték, akkor barmeddig ndvelhets
» A pivot sorral/oszloppal csere:
1. Pivot sor konstansszorosat hozzaadjuk a tébbi sorhoz agy,
hogy a pivot oszlop nullazédjon (de ahhoz nem nydlunk)
2. Pivot sort és oszlopot a pivot elemmel leosztjuk
3. A pivot sort negaljuk (kivéve a pivot elemet)

(D] (e al=] (= -
z o] 2]-a z |[2/3 | -1/3 | -11/3 a =0

= = X2 =3
x| 2] 6] 1 x| 1/3 | -1/6 | 1/6 . R
x| 8| 3 | -4 x| 9 | -1/2]| -7/2 o o
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Korlatozott normalformara valtas

> Egyenl6tlenségek kivalthatéak plusz valtozokkal
> Pl.xy +3x% <5=x3 +3x2+y1 =5 (hiszen y; > 0)
» Hasonléan x; +3x >5=x1+3x —y, =5

> A baloldali valtozé" feltétel is plusz valtozékkal
» Minden egyenletbe betesziink egy 4j z; valtozot
» Ez megvaltoztatja a célfiiggvényt, kivéve ha Vz; =0
> Segéd-célfiiggvény: 2/ = -3, z

> Els6 korben a segéd-célfiiggvényt maximalizaljuk
» zi-k nullazédnak, kidobjuk = eredeti célfiiggvény

L [ b laleln]e]

P 0 2 3 0 0 2x1 + 3xo — max
z1 10 | -5 | 2 ;110 |<=4¢5x1—2x% <10
Z> 3 1 |-2 0| -1 —x1+2% <3

EEENE] ENES
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Szimulalt hiités

» Amikor nem ismerjiik igazan a problémateret
» Cél: kiszabadulas a lokalis minimumokbdél

» A hémérséklet (T) szabalyozza, mennyire vagyunk batrak
» Kezdetben nagy valészintiséggel lépiink kedvezétlen irdnyba
> Kés6bbi iteracidkban egyre | konzervativabbak” lesziink
> Elfogadunk egy lépést, ha e=2/(KT) > R(0,1)

> A a fiiggvényérték valtozasa (negativ a jo)
» k a Boltzmann-allandénak felel meg
> R(0,1) egy véletlenszam 0 és 1 kdzott

» Szamon tartjuk a mindenkori minimumot

» Probléemak:
» Honnan jonnek a ,rossz’ lépések?
> Pl. lejt8s szimplexnél amikor nem csdkken a célfiiggvény
» Hogyan csokkentsiik a hmérsékletet?
» Nagyon problémafiiggé...
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Optimalizalé algoritmusok

> Kezelés nagyon hasonlé a gyokkeresd alrendszerhez

» gsl_ [multilmin_f [dfIminimizer_x*

» Sziikséges lépések:
1. Memériafoglalas (alloc)
2. Fliggvények és paraméterek beallitasa (set)
1D: keret, nD: Iépéshossz, tolerancia
3. Ciklusban iteracios lépés (iterate) és teszt hivasa (test_x)
4. Eredmény lekérdezése (minimum), felszabaditas (free)

> 1D:

> Aranymetszés: gsl_min_fminimizer_goldensection
> Brent: gsl_min_fminimizer_brent
» Brent varians: gsl_min_fminimizer_quad_golden
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Optimalizalé algoritmusok

» nD (derivalt nélkiil):
» Lejt6 szimplex:
gsl_multimin_fminimizer_nmsimplex[2[rand]]
> A 2-es verzi6 az ajabb O(n) implementacié (a régi O(n?))
» A rand varians a tengelyek helyett random bazissal indul
(adott épéshosszal)

» nD (derivalttal):
» Konjugalt gradiens:
gsl_multimin_fdfminimizer_conjugate_[fr|pr]
» ~ a Fletches—Reeves (fr) illetve Polak—Ribiére (pr) szerint

» Kvazi-Newton:
gsl_multimin_fdfminimizer_vector_bfgs[2]
» BFGS algoritmus, a 2-es verzié lényegesen hatékonyabb

» Steepest descent:
gsl_multimin_fdfminimizer_steepest_descent
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Linearis programozas

» Kiilon kényvtar: GNU Linear Programming Kit,
https://www.gnu.org/software/glpk/
» Kézikonyv >150 oldal — itt csak a minimum

(De)init: glp_create_prob() / glp_delete_prob(lp)
Optimalizacids irany: glp_set_obj_dir(lp, GLP_MAX)
Sorok/oszlopok hozzaadasa: glp_add_[rows|cols](lp, n)

vVvyyvyy

Tipus: glp_set_[row|coll _bnds(lp, i, tipus, min, max)
» |ehet GLP_FR, GLP_LO, GLP_UP, GLP_DB, GLP_FX

v

Célfiiggvény egyiitthatéi: glp_set_obj_coef(lp, i, x)

v

Kényszermatrix: glp_load_matrix(lp, n, i, j, v)
> Ritka matrixos tarolas: ali[k],j[k]]=v[K]
» Megoldas: glp_simplex(lp, NULL)
» Eredmény: glp_get_obj_val(lp) / glp_get_col_prim(lp, i)



Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Szimulalt hiités

> Egy fliggvényhivas: gsl_siman_solve — sok paraméter:

P> const gsl_rng *r — [random generator]

P void *x0_p — [kezd8 konfiguracid]

P> double (* Ef) (void *xp) — [energiafiiggvény]

P void (* take_step) (gsl_rng *r, void *xp, double step_size)
— [random lépés az xp allapotbdl, maximum step _size tavolsagra]

P double (* distance) (void *xp, void *yp) — [két allapot tavolsagal

P> void (* print_position) (void *xp) — [kiirja az adott allapotot]

P> void (* copyfunc) (void *source, void *dest) — [4llapotmasolas]

P> void (* copy_constructor) (void *xp) — [maésolassal aj allapot]

P void (* destructor) (void *xp) — [allapot torlése]

P> size_t element_size — [4llapot mérete]

P gsl_siman_params_t params — [beallitasok]

» Eredmény az xO_p paraméterben
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Kényszer nélkiil
Minimalizalas (optimalizalas) Kényszerekkel

Heurisztikak
GSL konyvtar

Szimulalt hiités

» Random generator interface: gsl_rng_env_setup(), utana
gsl_rng_alloc(gsl_rng_default) / gsl_rng_free()

» Ha a print_position nem NULL, akkor debug informéaciét ir
> Hiter, #eval, T, position, energy, best energy

Az allapotok tarolasa lehet fix méretii vagy dinamikus

Fixnél a copyfunc, copy_constructor, destructor = NULL

Dinamikusnal az element_size értéke 0

A gsl_siman_params_t struktdra:
» int n_tries — [hany pontot nézzen lépésenként]
> int iters_fixed_T — [egy-egy h6mérséklet hany iteracid]
» double step_size — [maximum lépéshossz]
» double k, t_initial, mu_t, t_min — [hiitési paraméterek]
» T — T/ur, ahol ur kicsit nagyobb 1-nél
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Attekintés
> Feladat:

I:/abf(x)dx

» Differencialegyenletként:

=y, L =10, y(a)=0

» Ha a fliggvény nagyon egyenetlen, j6 ilyen médszert hasznalni
» = Majd a differencialegyenleteknél

» Cél: minél pontosabban, minél kevesebb kiértékeléssel

v

Valaszthaté rendii megoldasok, pl. Romberg-integralas
» Magasabb rend — (altalaban) pontosabb

» Tobbdimenziés integralok, pl. Monte-Carlo integralas
» Fliggvényapprox. médszerek, pl. Clenshaw—Curtis kvadratira
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Newton—Cotes formulak
» Adott xg, X1, . - ., Xn, Xnt-1 €gyenletes osztas (x; = xp + ih)
» Ezekben ismert a fiiggvényérték f; = f(x;)
> Zart formula: hasznalja a szélsé értékeket
» Trapéz-szabaly:

= Bfl ; ;fz] +O(K (%))

1

f

f(b)

fla)

/ a b x
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek

GSL konyvtar

Newton—Cotes formulak
» Simpson-szabaly:

X3
/ f(x)dx = h Eﬂ + gfz + ;ﬁ] + O(h (%))
x1

> Simpson %—szabély:

Xa
/ f(x)dx:h[3ﬁ+9f2+9f3+3f4]+O(h5f(4)(>?))
- g8’ 8%"8° "8

) )
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Trapéz-médszer %
> Kiterjesztett trapéz-szabaly:

Xn _ \3fM (s
/ f(x)dx=th1+f2+@+m+fn,1+%ﬁ,]+o (“""372”*)>
x1

> Kiterjesztett Simpson-szabaly:

Xn 1 4 2 4 2 4 1 f4)()
f(X)dx=h|=fAi+-fotfa+-fo+ -+ foo+ -—fo14+ —F|+0
/xl b ox [3”3”33*3“+ t3h2tg 1*3"% < p

» Otlet: dinamikus siirités
» Ha Sy a kiterjesztett trapéz-szabaly 2% + 1 pontra

= %Sk+]_ — %Sk a kiterjesztett Simpson-szabaly!
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Romberg-integralas

> A trapéz-modszer kiterjesztése tetszdleges rendre

> k trapéz-moédszert kombinalva eltiinteti a hibatagokat
> Csak O(1/n?*) marad
» Az el6z6 algoritmus a k = 2 eset

» Ugyanlgy tovabb siirithets
» Tarolni kell az el6z6 k — 1 trapéz-médszeres eredményt

» Richardson-elv:
» Polinomialis interpolacié (h;, S;) parokra
» Mivel lim;_, o, h; =0, ezért 0-ban értékeljiik ki
> Itt (h?,S;) parok, mert a trapéz-médszer hibatagjaban
csak paros hatvanyokon szerepel a h

> Pl k =2 esetén (1,5;) és (%, Sit1)

» Linearis interpolacié = %S,-H — %5;
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Nyilt médszerek

» Hasznos, amikor nem tudjuk kiértékelni a végpontokat

» Szingularitds miatt, vagy mert végtelen
» Végtelennél a valtozoét a reciprokara cseréljiik:

b 1/a 1 1
/ f(x) dx :/ f <> —dt
a 1/b t)t

> Kiterjesztett kdzéppont-modszer:

Xp f/ s
/ f(x)dx:h[f3/2+f5/2+f.,/2+...+ﬁ773/2+f’771/2}+O( (X))
X1

n2

» Ez is inkrementalisan szamithaté = triplazni kell
» Minden iteracioban 3K~1 j pontot adunk hozza

> A Romberg-interpolacié is ugyanagy hasznalhaté
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztans médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Gauss-kvadratira

> A kiértékelés helyét a médszerre bizzuk
» Tobb szabadsagfok — magasabb rend

» Altalanos képlet:
b n
/ W) () dx = 3 wif (x)
a i=1

» Adott W-re és n-re talalhaté w; és x;

» Gauss—Legendre kvadratara: W(x)=1,a=-1,b=1
» Kiilonboz8 n-ekre tablazatok wi-re és x;-re

» Sok mas valtozat is létezik:
> Pl. Gauss—Csebisev: W (x)=1/v/1—x2,a=-1,b=1
> Pl. Gauss—Hermite: W(x) = e a=—00, b= o0

Numerikus analizis alapok 3D geometria 2



Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztans médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Clenshaw—Curtis kvadratira %

» Csebisev-approximacié (x € [—1,1]):
- 1 2
f(x) ~ kz;)ck Ti(x) = 5@, o= Z_; f(xi) Te(xi)

» T,(x) = cos(narccos x) az n-edfok Csebisev-polinom

> To(x) =1, Ti(x) =x, és Tor1(x) = 2xT,(x) — Th—1(x)
» x; = cos((2i — 1)7/2n) a T,(x) polinom gyokei

> A ¢ egyiitthatok gyorsan csokkennek, ha sima a fiiggvény

» Az integral képlete:
b 11 1 1
/af(X)dXN(bfa) §C0*§C2*EC4*"‘*WCZI<7

> Elég addig kiértékelni, amig ¢, nem lesz elhanyagolhaté
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Stratégidk n dimenziéban

> A dimenziéval exponencialisan né a kiértékelések szama

» Az n— 1 dimenziés hatar nagyon bonyolult lehet
» Nem feltétleniil konvex, vagy akar dsszefliggd

» Ha sima a fiiggvény, és
egyszer( a hatar:

inner integration \

/
(

» Egymasba agyazott
1D integralasok

» Tobbdimenziés

Gauss-kvadratara

» Egyébkeént: \
» Monte-Carlo integralas | T~~~ _ |

> Statisztikai alapa .
» Lassan konvergal

outer integration
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek

GSL kényvtar

Monte-Carlo integralas

> Kiértékeljik a fliggvényt N random pontban (x;)
> Tétel:

N
/dezV(ﬂiV W <f>:12f(xi)

ahol V a térfogat, amin integralunk

area A

» A + tag csak széras (de a hiba nem
feltétleniil normaleloszlasa)

» Bonyolult hatarfeliiletnél berakjuk S

egy nagyobb dobozba <[

> A kiegészitett részeken a ) |
fliggvényérték legyen 0
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Mintavételezés

» Kvazi-random mintavételezés:
> Alacsony diszkrepanciaja sorozattal (pl. Halton-/Sobol-sorozat)

» Fontossag szerinti mintavételezés:

» Tobb mintapont ott, ahol a fliggvényérték nagy
» Ha p a sliriiség (random esetben p=1/V):

[rav~ (L) ¢ (°15%)— (/)

> Réteges mintavételezés:
» Részekre osztjuk a teret, mindegyikben kiilon integralunk
P> Az Gsszeg szérasa csak kisebb lehet
» (Csak 2-3 dimenziéban hasznos
» Keverhet6 a fontossag szerinti mintavételezéssel
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

QuadPack

> A kvadratara alrendszer a QuadPack kdnyvtarat hasznalja
» Elnevezés: Q(N|A)(GIW)(S|P|I|O|F|C)

» N: nem adaptiv, A: adaptiv

» G: altalanos fiiggvény, W: silyozott fliggvény

» P: szingularis pontok megadhatdéak; I: végtelen hatarok stb
» Megadhaté .15 és cral

» Nem adaptiv:
> gsl_integration_qng: Gauss—Kronrod
»> 10 / 21 / 43 / 87-ponttal (automatikusan)
» Adaptivakhoz workspace:

» gsl_integration_workspace_alloc() /
gsl_integration_workspace_free(w)
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

QuadPack

» Adaptiv médszerek (nem teljes lista):
» gsl_integration_qag: Gauss—Kronrod
> 15 /21 /31 /41 /51 /61 ponttal, valaszthaté
» gsl_integration_qagp: Gauss—Kronrod 21 médositasa
» gsl_integration_qaws: Clenshaw—Curtis 25 médositasa
> Csebisev-tablazatot kell hozza foglalni:

gsl_integration_qgaws_table_alloc stb.

» Gauss—Legendre kvadrataira:
> gsl_integration_glfixed_table_alloc(n)
> gsl_integration_glfixed(f, a, b, table)
» gsl_integration_glfixed_point(f, a, b, i, xi, wi, table)
[lekérdezi az i-edik abszcisszat és salyt]
> gsl_integration_glfixed_free(table)
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Klasszikus médszerek
Nem ekvidisztadns médszerek

Numerikus integralas Tobbdimenziés médszerek
GSL konyvtar

Monte-Carlo alrendszer

» Harom tipus:

> PLAIN, MISER (réteges) és VEGAS (fontossag szerinti)
> state = gsl_monte_TIPUS_alloc(dim)
» gsl_monte_TIPUS_init(state)

» gsl_monte_TIPUS_integrate(f, xI[], xu[], dim,
calls, rnd, state, result, abserr)

» x| és xu tombok: a hiperkocka hatarai
» calls: a fliggvényhivasok szama

» gsl_monte_TIPUS_free(state)

A MISER és VEGAS esetében kiilonféle paraméterek is vannak:

> gsl_monte_TIPUS_params_get(state, params)
> gsl_monte_TIPUS_params_set(state, params)
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Attekintés

» Feladat:
dyi
dx

» f: ismert, y;-t akarjuk meghatarozni valahol

= fi(Xd’b-- '7yn)

> Magasabb rendii feladatok visszavezetheték elsérendiire
> Uj valtozokat kell bevezetni (alt. az eredetiek derivaltjai)
» Kezdeti érték probléma:
» Minden y; ismert egy xs pontban
» Keressiik az értékiiket egy xf pontban
» PI. Euler, Runge—Kutta stb.
» Peremérték-probléma (2 pontra):

> A feltételek egy része az xs-re, masik az x¢-re van megadva
» Pl. |6v6 médszer stb.
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Euler- & Runge—Kutta médszer

» Nézziik a % = f(x, y) feladatot

» Euler-mdédszer: ¥ S
«'./'
Yoi1l = Yo + hf (X, yn) + O(h?) oyas
ahol x,4+1 = xp + h, és y, ismert 1
» Runge—Kutta midpoint médszer: l :
()
kl = hf(Xn,yn) ®
k2 — hf(Xn"‘ih;)/n‘i’Ekl) -~
Yot1 = Yn+ ke + O(h?) P
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Negyedrendli Runge—Kutta médszer %

ki = hf(xn, yn)
ke = hf(xo+ Shye+ tk)
2 - n 2 s Yn 2 1

1 1
k3 = hf(xn + Ehgyn + §k2)
k4 = hf(xn + hy}/n + k3)

1 2 2 1
Yor1 = Yot kit ke + ks + Zka+ O(h°)

6 6 6 6

» A leggyakrabban hasznalt NG
KDE megoldé T3
» Ha f nem hasznalja y-t,
akkor ez a Simpson-szabaly \i\ Tt e
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Adaptiv lépéskozii Runge—Kutta modszer

» A sima (polinommal jol kozelithetd) részen nagyobb lépések
» Ehhez ismerni kéne a tényleges hibat

» Negyedrendii RK-val lépésduplazas:
» Minden lépést 2x: egy darabban ill. két feleakkora lépésben
> Egy lépés 4 kiértékelés, de a kezdd ugyanaz = dsszesen 11
> Ez 11/8=1.375 plusz munka
> Az egyik hibaja (2h)°, a masiké 2h°

> A két eredmény kiilénbsége (A) j6 hibabecslés
A-t akarjuk szinten tartani (pl. A=10.9, u=10.2, 0 = 4):
h— h-X-min(max((e/A)*,1/0),0)

v

big step

° } two small steps
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Gragg—Bulirsch—Stoer médszer

» A moédositott midpoint médszer Richardson-extrapolacioja

> Kiértékelés egyre kisebb h értékekkel
» Polinomillesztés h? felett, és kiértékelés h? = 0-ban
» Adaptiv lépéskoz itt is alkalmazhaté

» Modositott midpoint médszer:

2 = y(x)
z1 = 2o+ hf(x,2p)
ziy1 = zj—1+2hf(x+ih,z)

1
y(x+nh) = 5 [zn + Zn_1 + hf(x + nh, z,)] + O(nh®)
> Csak =2 1 kiértékelés lépésenként (masodrendi RK-val 2)
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Predikcios—korrekciés médszerek
» Heun-modszer: Euler-médszer alapjan
> Sima Euler-médszer: y0, 1 = yn + hy} = yn + hf (xn, yn)
> Ez alapjan végderivalt: y) .1 = f(xpt1,¥01)
» A két derivalt atlagaval extrapolalunk:
YII7 + yr/;+1
2
> Az utolsé két lépés iteralhatéd (0j vegderivalt, 0j atlag, .. .)

)/n+1:)/n+h'

y Slope = f(141:3%.1) y

: S 3) + [ y3)
Slope = f(t, ») : Sepo====m—""—

(a) (b)
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Lové médszer

» Probléma: nincs elég informacionk a kezdépontrdl
» Megoldasra iteraciés moédszerek
> Célbaldvés: a nem ismert paramétereket randomizaljuk,

és igy extrapolalunk a taloldalra
» Sokszor tudunk jobbat, mint a random
» Pl. magasabb derivaltak torlésére bevezetett
derivaltat helyettesits valtozé értékére differenciahanyados

> A végponti hatarfeltétel hibajat akarjuk nullazni

» n dimenziés gyokkeresési probléma: Newton—Raphson

» az ismeretlen kezdeti paraméterek a valtozék
> Alternativa:

» Kétoldalrdl inditjuk, és kézépen sima talalkozast akarunk
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Differencialegyenlet alrendszer

» Négy fajta fiiggvényt szolgaltat:

> Lépd fliggvény (gsl_odeiv2_step_x*)
> Egy lépést hajt végre

> Adaptiv lépéskoz kontrollals (gsl_odeiv2_control_x)
> Tobb tipus (az adaptiv algoritmustdl fiiggéen)
> Kiilonféle beallitasok (pl. cabs, €rel Stb.)

» Evoliciés fliggvény (gsl_odeiv2_evolve_x)
> A lépd és kontrollalé fliggvényt hivja
> Megfelel6en valtoztatja a |épéskdzt

> Meghajté fiiggvény (gsl_odeiv2_driver_x)
» Ez kezel mindent, ez a f8 felhasznaléi interfész
» .._alloc_KONTROLLER_new / ..._free
» ..._apply(driver, x0, xn, y0[])
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Kezdeti érték probléma
Peremérték-probléma
GSL kdnyvtar

Differencialegyenletek

Algoritmusok

Mindegyik tipus neve gsl_odeiv2_step_x* alakd

_rk2: Runge-Kutta (masodrendi)

_rk4: Runge-Kutta (negyedrendd, adaptiv)

_rk45: Runge—Kutta—Fehlberg (adaptiv RK verzio)

_rkck: Runge—Kutta Cash—Karp (adaptiv RK verzi6)

_rk8pd: Runge—Kutta Prince-Dormand (adaptiv RK verzi6)
_rk[124]imp: Implicit Gauss Runge—Kutta (1,2 és 4-edrendii)
_bsimp: [Gragg—|Bulirsch-Stoer

_msadams: multistep Adams (predikciés-korrekciés médszer)

VVvVVvyVvVVvVYVvyVvVYVYVYY

_msbdf: multistep BDF (predikciés-korrekciés médszer)
» BDF = Backward Differentiation Formula
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