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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Naiv megoldas

» Adott két szakasz: (a, b) és (c,d) az L ill. Loy egyeneseken

» Paraméteres egyenletek:

p(s)=a+s(b—a) =a+sA
q(t)y=c+t(d—c)=c+tC
» Ebbdl

cx(ay —dy) +dx(c, —ay)] /D
bx(ay — ¢y) + ex(by —ay)] /D

s = [a(dy —¢)
t = [ax(c, — by)
D = GA, —-AC

_|_
_|_
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Pontositasok
» Ha s vagy t nem [0, 1]-ben van, nincs metszés
» Parhuzamos szakaszok esetén 0O-val osztanank
> Teszt:
ACt 2
|\<Au-uc>u <e=D?=[AG-AG| <APICI?
> llyenkor meg kell nézni, hogy lehet-e atfedés
» Legyen E = ¢ — a, kérdés: E parhuzamos-e A-val?
€L
> Teszt: % <e= |EA, — EAP < 2| E2Al2
» Azonos egyenesek esetén kiszamoljuk az atfedést

> Legyen ¢ = p(so) & d = p(s1)
» Ebbsl s =A-E/||A|?, s1 =350+ A- C/||A|I?
» Az atfedés képlete: [0, 1] N [min(sp, s1), max(so, s1)]
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Feladat

» n szakasz Gsszes metszéspontja?

v

Trivialis megoldas:

» Ellendrizziink minden part — O(n?)
» ,Optimalis” — legrosszabb esetben
(n? metszés) minden algoritmus (n?)

v

Jobb megoldas:

» Kimenet-érzékeny algoritmus
» Kevés metszéspont — kevés szamolas

Otlet:

» Csak azokat ellenérizziik, ahol
atfedés van az y-tartomanyban
» Vizszintes sOpréegyenes
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Siksoprés
» Allapot:

» |-t metsz8 szakaszok halmaza
» Szakaszok végpontjainal valtozik
» =  eseménypontok”

» Események:

» Kezd6pont:
= Metszés-keresés
a halmazban levé szakaszokkal
» Végpont:
= Szakasz kivétele a halmazbdl 1

i

» Probléma:

» Ez még nem kimenet-érzékeny
» PI. fiigg6leges szakaszok amelyek
metszik az x tengelyt
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Siksoprés rendezéssel

» Otlet:

» Rendezziink balrdl jobbra

» Csak a szomszédos szakaszokat kell ellenérizniink
» Allapot:

» |-t metsz6 szakaszok, rendezve

» Valtozik metszéspontoknal is
» Események:

» Kezd8pont: metszés a szomszédokkal?

» Metszéspont: helycsere; metszés az (1j szomszédokkal?
» Végpont: kivétel a listabél; metszés az ) szomszédok kdzt?
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Részletek

» Altalanos:

» Mindig csak als6 metszés érdekes
» Metszés = esemény, elrakjuk késébbre \ /
> Egy metszés tobbszor megtalalhato (1)

» Kezddpont:

» Beszirjuk a listaba
» Szomszédokkal keresiink metszést

> Metszéspont:

» A két szakasz helyet cserél a listaban
» Uj szomszédokkal metszéskeresés

> Végpont:

» Kivesszuk a listabél
» A volt szomszédai kozt metszéskeresés
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Adatszerkezetek

» Eseménysor Q [binaris kereséfa]: /
> Kovetkez6 esemény (=zpont) T

> Soprévonal alatti legfelsé
> Azonosak kdzt balrél jobbra
> Mintha e délésszogii lenne a sdprés

» Allapot T [binaris keressfal:
» Szakasz beszirasa / torlése

» Belsé csomépontokban dontés:
a szakasz melyik oldalon vagyunk?

» Specialis esetek (ezekre kell figyelni):

» Vizszintes szakaszok

» Egy pontban > 3 szakasz

» Végpont—kezdépont , metszés”
» Reészben atfedd szakaszok
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Algoritmus (Bentley—Ottmann, 1979)

1. T iires; Q-ba betessziik a végpontokat
2. Amig @ nem iires:

2.1 Kivessziik Q-bdl a kdvetkezé eseményt (p)

2.2 U(p): amely szakaszok felsé végpontja p

2.3 L(p) és C(p): a szomszédos szakaszokbdl amelyek (rendre)
als6 végpontként vagy beliil tartalmazzak p-t

2.4 Ha L(p)U U(p) U C(p)-ben > 1 szakasz van = metszés kiirasa

2.5 Torodljik L(p) U C(p)-t T-bdl

2.6 Beszarjuk U(p) U C(p)-t T-be (j6 sorrend — vizszintes hatull)

2.7 Ha U(p) U C(p) =0

Akkor: s és s, a p szomszédai = FindNewEvent(s/, s, p)
Kiildnben: s, s” a leg(bal/jobb)oldalibb szakasz U(p) U C(p)-bél T-ben
s1, sr ezek bal- ill. jobboldali szomszédai T-ben
= FindNewEvent(s,s’, p)
= FindNewEvent(s', s, p)
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

FindNewEvent(s), s;, p)

» Ha s; és s, metszi egymast a séprévonal alatt...
. vagy rajta, de p-t6l jobbra
. és a metszéspont még nincs Q-ban
. akkor betessziik a metszéspont eseményt Q-ba

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Komplexitas

>

Miiveletigény: O((n+ k) log n), \
ahol k a metszéspontok szama
Memériaigény:
» T: O(n), Q-ban lehet O(n + k) pont
Linearis memoriaigényhez:

» Tordljiik a metszéspont-eseményeket,
ha a szakaszok nem szomszédosak mar

Chazelle-Edelsbrunner (1988/1992):

» O(nlogn+ k) miiveletigény (optimalis)
» O(n+ k) memoriaigény

Clarkson—=Shor (1989): random optimalis

Balaban (1995): optimalis algoritmus
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Fél-él adatstruktara (ismétlés)

» Sikfelosztas:

» Sokszoghals
» Nem feltétleniil ésszefiiggd
» Lehetnek benne lyukak

> Topoldgiai lekérdezések
» Tarolt: lapok, fél-élek, csicsok

Origin(&)
N

Tivin(&) .

IncidentFace(&) v Twin(é)
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Feladat

v

Két fél-él struktara S; és So metszete

v

Uj csacsok, (fél-)élek, lapok sziiletnek

v

Ha a lapokhoz volt valamilyen attribatum,
az 0j lapokban mindkét 6s attribatumanak szerepelnie kell

v

Pl. szinezés stb.
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Ujrafelhasznalas

» A fél-élek nagy része hasznalhaté
» Csak az valtozik, amin j metszéspont van

» Otlet: Y/./\T%\

» Osszerakjuk' a két fél-él struktarat
» Kijavitjuk, hogy érvényes legyen

» Kiszamoljuk a metszéspontokat

» Sopréegyeneses algoritmus
» Q és T mellett taroljuk D = S; + Sp-t is
» Hivatkozasok a szakaszok és élek kozt
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Példa részletesebben

> 51-bél az e él atmegy S, v cslcsan

> e-bsl e és e’ = 4 fel-él kell

1. Keét aj fél él v kezdGponttal
2. A régi fél-élek twinjét ezekre allitjuk

= ¢ és e’ egy régi és egy ] félélbsl allnak
3. El6z6 és kovetkezs fél-élek beallitasa:

3.1 Az Gjak a régi nem-twin rakdvetkezgjét kapjak
(ezeknél az el6zére hivatkozas is médosul)
3.2 v koriil bonyolultabb a helyzet:
meg kell allapitani a helyes koriiljarast
Pl. v-be mené ¢’ fél-él rakdvetkezéje:
a (CW) kovetkezs v-bdl jovo fel-él
= O(m), ahol m a v csucs fokszama
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Lap-adatok javitasa (1)

» Fél-él (és csucs) adatok javitasa utan
» Lapokhoz:

» Hivatkozas egy hatarol6 fél-élre
» Hivatkozas minden belsé komponensbdl
egy fél-élre

> Fel-élekhez:
» Hivatkozas a hatarolt lapra
» Lapok szama = kiilsé hatarok szama + 1

> A hatarokat kénnyii megszamolni

» Kiils6, ha a legbaloldalibb pontnal

(azon beliil legalsénal) <180 fokot fordul
Kildnben lyukat hatarol

A +1 a kiils6 (végtelen) lap miatt van

v

v
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Metszés

Szakaszok metszése
Osszes metszéspont keresése

Sikfelosztasok metszése

Lap-adatok javitasa (2)

» Grafot készithetiink:
Ha egy hurok baloldali
pontjatdl balra van a
masiknak fél-éle

» Ez épp az egy laphoz
tartozé hurkokat adja

< metszéskor ismerjiik a szomszédokat!
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Metszés

Szakaszok metszése

Osszes metszéspont keresése
Sikfelosztasok metszése

Attribatumok

» Legyen v a lap egy csiucsa
> Ha ez S; és Sy-beli élek metszete, egyszerii
» Ha eredetileg is valamelyiknek a cstcsa volt?
» Ezekre egy Gjabb siksopréssel kell
meghatarozni az attribatumokat...
» Alkalmazas: pl. Boolean-operaciék
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd
Monoton sokszdgekre bontas

Monoton sokszdgek haromszogelése

Feladat

» Hogyan osszunk fel egy P sokszbéget haromszégekre?

» Hazzuk be az Osszes lehetséges atlét, hogy:
» Minden atl6é a sokszog belsejében halad
» Az atlék nem metszik egymast
» n pont esetén n — 2 haromszog
» Bizonyitas (teljes indukcié, n = 3-ra trivialis):
Egy atl6 behtzasa = két sokszdg, rendre my és my csiicesal
Indukcids feltétel: (my — 2) + (me — 2) haromszog
Az atlé csucsain kiviil minden pont csak az egyik sokszégben
Tehat my + ma = n+2; ebbsl (my —2)+ (my—2)=n-2

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Helyesség

» Indukciés bizonyitas

» n = 3-ra trivialis w
» Tegyiik fel, hogy m < n-re miikédik

» Kérdés: létezik-e (sokszogon beliili) atl6?

> Legyen v a legbaloldalibb csiics
(azonosaknal a legalso)

u és w a két szomszéd

Ha az ow beliil megy, készen vagyunk
Kil.: az A,y -ben vagy Tw-n van csics
v/ az tw-t8l legtavolabbi ilyen csics
wW/-t nem metszheti él, mert

annak egy végpontja A,,,-ben lenne,
de Tw-t6l tavolabb, mint v/ = w’ atlé

vV vy vy VvYy

» Az 0j rész-sokszogekre miikddik (indukcid)
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérs

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Galéria-probléma

» Hova kell helyezni kamerakat, hogy belassak a galériat?

» Minden haromszdgbe egy kamera = n — 2 kamera

» Atlén levs kamera két haromszdget figyel = kb. n/2 kamera
» Csicsban levé kamerakkal még hatékonyabb

Ugy valasszunk csticsokat, hogy minden A tartalmazzon egyet
Harom szinnel kiszinezziik a csticsokat

Azt a szint valasztjuk, amelyikbél a legkevesebb van = | 2|
Mindig van szinezés (ha nincs lyuk), mert a dualis graf fa

= mélységi bejaras; 1-bél v-be |épéskor v tobbi szomszédjat
még nem latogattuk, v harmadik csticsanak szine adédik

vV vy VvVYyYy
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Hatékony algoritmus?

v

Az el6z6 (naiv) algoritmus O(n?)

v

Konvex sokszog:
» Egy pontbdl az &sszes atlé — O(n)
Otlet:

v

» Konvex sokszdgekre bontas

» Ugyanolyan nehéz, mint a haromszogelés :( ,
y-axis

v

P monoton /-re nézve, ha /-re meréleges
egyenessel vett metszete Gsszefliggd

» y-monoton P-nél a legfelsé csucstdl a
legalséig menve sosem lépiink felfele

Otlet:

> y-tengelyre monoton sokszdgekre bontas

v
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Cstics-tipusok

» Elindulunk a legfelsd cstcsbdl lefele

» Fordulé csiics: fel-le iranyvaltas

> Ezektdl kell megszabadulni
atlok behazasaval

> Pl. ha v-bsl mindkét él lefele megy
és a sokszog belseje v felett van
(azaz a belsg szég > ):

» v-bél indulé felfele mené atlé kell
» Négy tipusa fordulé csucs:

1. O kezd§ cstcs (3,5,9)

2. W vegcsics (11,13,15)

3. A kettévalaszté (split) csucs (12,14)
4. V egyesitd (merge) csics (4,8)
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd
Monoton sokszdgekre bontas

Monoton sokszdgek haromszogelése

y-monotonitas
» Allitas:
» Ha P-ben nincsenek split és merge csucsok, akkor y-monoton
» Bizonyitas (indirekt):

» Van egy [ vizszintes egyenes, ami tobb darabra vagja P-t
Valasszuk /-t tgy, hogy a legbaloldalibb komponens szakasz

>
» A szakasz kezd6pontja p, végpontja g
> g-tol kdvetjiik a sokszoget a kdvetkezé metszésig (r)
» Ha p = r, akkor a masik iranyban keresiink metszést (r’)
» A legmagasabb ill. legalacsonyabb cstics split ill. merge lesz
G "‘I
.« \) 2 ,l .
PAERN ‘ '
\ \ p=r q i Y,
] 1] — — L
1 s
rf &q ri ! ) "\
i ;o
\ 4 s
—e

P Y
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas

Monoton sokszdgek haromszogelése

Soépréegyenes-modszer
» Események = csiicsok
> Feliilrél lefele, azon beliil balrél jobbra

» Split cstics (v;) kezelése:

\4

Sopréegyenesen szomszéd élek: e; és ey
€ és e kozotti legalacsonyabb

v; feletti csticshoz katjiik

Ha nincs = e; vagy ey fels6 csticsahoz
helper(e;): legalsé ej-hez kdthetd cstcs

v

v

v

» Merge cstics (v;) kezelése:

> g és e, kozotti legmagasabb
v; alatti csiticshoz kotnénk... de mi az?
> Vn lesz v; helyett az Gj helper(e))
» Ha a helper valtozik, ellenérizni kell,
hogy a régi merge csiics volt-e
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Adatszerkezetek

» Események kezelése

» Q prioritasos sor — kovetkez lekérdezése O(log n)
» Statikus = lehet sima lista, amit el6re rendeziink — O(nlog n)

» Allapot tarolasa

Sziikségiink van a balra levd élek lekérdezésére

T binaris kereséfaban a sdpréegyenest metszé élek

Elég azokat tarolni, amelyektél jobbra van a sokszdg belseje
Taroljuk a helper-t is hozzajuk

vV vy vy

» Sokszdg reprezentacié

» Az atlébehazasok rész-sokszogeket készitenek
» Fél-él adatstruktaraban taroljuk
» A T-ben tarolt élek erre mutatnak
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Algoritmus (Lee—Preparata, 1977)

» Bemenet: P egyszerii sokszdg, mint D fél-él struktara

» Kimenet: Monoton rész-sokszogekre osztas, D-ben tarolva

1. Csucsok (események) Q-ba
2. T lires binaris kereséfa

3. Amig @ nem iires:

3.1 Kivessziik a kdvetkezs elemet Q-bdl (v;)
3.2 A v; csics tipusatdl fiiggéen kezeljik

HandleStartVertex(v;)
HandleEndVertex(v;)
HandleSplitVertex(v;)
HandleMergeVertex(v;)
HandleRegularVertex(v;)

vVvyVvYyYVvyy
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Start, End

» Merge csiics emlékeztetd:

» Ha a helper valtozik = ellenérzés,
hogy a régi merge csiics volt-e
> A helper valtozik...

> Ha téle jobbra 4j pont van,
ami Osszekothetd vele
> Ha az alsé csiicsdhoz érkeztiink

» HandleStartVertex(v;)
» T < ¢;, helper(eg) = v;
» HandleEndVertex(v;)

» Ha helper(e;_1) merge csics:

> Atl6 v; és helper(ej_1) kdzt D-be

> ej_ torlése T-bél
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Split, Merge

» HandleSplitVertex(v;)

Baloldali e; keresése T-ben

Atl6 v; és helper(e;) kézt D-be
helper(g) = v;

T + e, helper(e) = v;

v vy VvYy

» HandleMergeVertex(v;)
» Ha helper(e;_1) merge csics:
> Atl6 v; és helper(ej_1) kdzt D-be

> ej_ torlése T-bél
> Baloldali e; keresése T-ben
» Ha helper(e;) merge cscs:

> Atl6 v; és helper(e;) kdzt D-be

> helper(ej) =v;
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Regular

» HandleRegularVertex(v;)
» Ha v;-t6l jobbra van P belseje:
> Ha helper(ei_1) merge csics:
Atlé v; és helper(ej_1) kdzt D-be
> ej_ torlése T-bsl
> T < ¢, helper(e) = v;
» Ha v;-t6l balra van P belseje:
> Baloldali e; keresése T-ben
> Ha helper(e;) merge csics:
Atl6 v; és helper(e;) kdzt D-be
> helper(g) = v;

» Miveletigény: O(nlog n)
» Memdriaigény: O(n)
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Hatékony haromszogelés

» Monoton sokszogekre O(n)

» Moh6 algoritmus

v

Tfh. P szigortan y-monoton () vizszintes)

v

Feliilrdl lefele megyiink megint

levagott
haromszogek

v

Egy S veremben a latogatott cstcsok,
amelyekhez még lehet hazni atlokat

v

Egy csucsbol minél tébb S-belihez atlo

v

Még nem haromszdgelt rész tolcsér alaka

még nem
haromszogelt

» Egyik oldalt egy él

» Masik oldalt csak visszafordulé cstcsok, ; _
amelyek bels6 szoge > 7 (,reflex” csics) ECEITTTT T a

» Csak a legfelsé cstcs konvex

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Naiv algoritmus

Haromszdgelés Kitérd
Monoton sokszdgekre bontas

Monoton sokszdgek haromszogelése

Atlok részletesebben

pop

» Kovetkezé kezelendd csics: v; .~
» Ha v; a reflexekkel szemben van: /

» Minden csiicshoz hizhaté atlo,
kivéve a legrégebbit push
> A legals6 atl6 csiicsai maradnak S-ben k

pop & push

» Ha v; a reflexek mellett van: vj
» Atlokat hazunk S-be,
amig csak tudunk bop & push

> S tetejét atugorva
pop
pop & push

> v; Osszekdthetd vy-val, -—‘///

ha az el6z6 pop-olt

cshicesal valé A -
i N j

nem fordul ki : push

push
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Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Algoritmus (Garey et al., 1978)

1. u1,...,up a csicsok feliilrgl lefele (azon beliil balrél jobbra)
2.5+, S+ w
3. Ciklusj=3—=n—-1

3.1 Ha uj és az S tetején levs csiics mas oldalon vannak:

3.1.1 Minden csiicsot pop-olunk S-bél
3.1.2 Az utolsé kivételével mindegyikhez atl6t hazunk
3.13 S« uj—1, S uj

3.2 Egyébként:

3.2.1 Egy csucsot pop-olunk S-bél
3.2.2 pop-olunk S-bél és atlét hazunk, amig lehet
3.2.3 Az utoljara pop-olt csiicsot visszatessziik S-be
324 S+ uj
4. Atlét hazunk u,-bél az dsszes S-beli csicshoz,
kivéve az els6t és az utolsét

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Naiv algoritmus
Haromszdgelés Kitérd

Monoton sokszdgekre bontas
Monoton sokszdgek haromszogelése

Haromszogelés altalanosabban

» Miikodik vizszintes élekre is

» A baloldali csiics ,,magasabban” van
> ¢ d6lésszogli sOprés

» Mikodik lyukas sokszdgekre is
» Miikodik még altalanosabban is

» Hatarolédobozban levé sikfelosztasokra:

» Egyszerii sokszdgekre létezik gyorsabb

» O(nloglog n) Tarjan—Van Wyk (1988)
» O(nlog" n) Clarkson et al. (1989)

> Randomizalassal, egyszer( .
> log™ n az iteralt logaritmus

> O(n) Chazelle (1990/1991) — bonyolult




Konvex burok

Feladat

v

Adott n pont

Legsziikebb konvex sokszdg koriilétte?

v

v

Mintha egy gumikarikat cuppantanank ra
Kimenet: burokpontok (CW) korbejarasa
Naiv algoritmus — O(n3)
1. E=0
2. Ciklus (p, q) rendezett parokon
(P iranyitott egyenes) S

2.1 Ha minden mas r pont ettél jobbra, S e *
vagy a pq szakaszon beliil van: °
E <+ Py e ‘

v

v

3. E alapjan rendezett lista készitése

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Konvex burok

Inkrementalis médszer

» Otlet: haladjunk balrél jobbra

» Rendezés x koordinata szerint
> Azon beliil y koordinata szerint

» Két menet

1. Fels8 burok
2. Alsé burok

> Felsé burok szamitasa
(als6 szimmetrikusan)

torolt pontok

» Legbaloldalibb ponttél indulunk
» Kovetkezé p; pontot hozzaadjuk
» Ha az utolsé 3 pont nem jobbra fordulas
> Tordljitk a kozépsét
> Ellenérzés ismétlése o jobbra fordulds

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Konvex burok

Algoritmus (Graham, 1972 / Andrew, 1979)

1. Pontok rendezése x-koordinata szerint: p1,..., p,
2. Lupper < p1, Lupper P2
3. Ciklusi=3—=n

3.1 Lupper < pi
3.2 Amig |Lypper| > 2 és az utolsé 3 pont nem jobbra fordulas

3.2.1 Utolséel6tti pont torlése az Lupper listabol
4. Llower < Pn, Llower < Pn—1
5. Ciklusi=n—-2—1

51 Llower <~ pi
5.2 Amig |Liower| > 2 és az utolsé 3 pont nem jobbra fordulas

5.2.1 Utolséel6tti pont torlése az Liower listabol
6. Elsé és utolsé pont térlése az Ligwer listabol
7. L= Lupper + Liower az eredmény
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Konvex burok

Bizonyitas & komplexitas

» Helyesség bizonyitasa (felsé burokra):

» Indukcié a feldolgozott pontok szaman
> Ind. feltétel: py,..., p;i_1 koziil

egy sem volt a régi burok felett
» Az (j burok a régi felett van

= csak pj_1 és p; kozt lehetne hiba

» Miveletigény: O(nlog n) — optimalis

» Preparata—Hong (1977) [D&C] iires teriilet
> Kallay (1984) [inkrementalis]

» Kimenet-érzékeny moédszerek:

O(n - h) Jarvis (1973)

O(n - h) Eddy (1977) / Bykat (1978)
O(nlog h) Kirkpatrick—Seidel (1986)
O(nlog h) Chan (1996), egyszer(ibb

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2
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Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Dualis sik

» Pont: p,, p, [koordinatak] y
» Egyenes: y = pux — py pae p3
[meredekség és y-metszés| P2
pel=[*ep*

p | felett van = [* p* felett van

v

P1

v

Felsé burok = alsé féltér-metszet

v

P1 y

/‘. .................. Y pz
/ R )
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Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Randomizalt inkrementalis mddszer

v

Konvex burok: konvex lapok altal hatarolt

v

Valasztunk 4 pontot, ami nincs egy sikban

Vessziik az els6 két pontot (p; és po)

Keresiink egy harmadikat (p3), ami nem egy egyenesen van
Keresiink egy negyediket (ps), ami nincs egy sikban

Ha nincs ilyen = sikban vagyunk, Id. el6z6 algoritmus

vV vy vy

v

A maradék pontokat randomizaljuk (ps, ..., pp)
Jelélje Py a {p1,...,pr} halmazt, CH(P,) a konvex burkat

Sorban vessziik a pontokat, és valtoztatjuk a burkot

v

v

v

Ha a kovetkezs pont (p,) benne van CH(P,_1)-ben,
vagy a hataran van = nincs teendé

» Ha p, kiviil van CH(P,_1)-en, akkor bonyolultabb...

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Sikban

Kitéré

Konvex burok Térben

Lathatésag

» Szétvalasztjuk CH(P,_1)
lapjait aszerint, hogy
lathatoak-e p,-bsl

horizont
» Egy f lap lathatd, ha p, a hr
sik kiilsé felterében van

pr-t a horizont
pontjaihoz kotjiik,
lathat6 lapokat eldobjuk
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Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Részletek

» Ne csinaljunk azonos siki lapokat

» Ha p, a CH(P,_1) egy lapsikjaban van Q
» Ossze kell vonni egy lappa J H/
f i Pr

conflicts
» Konvex burok fél-él struktaraban

> A fél-élek kiviilrgl nézve CCW
koriiljarassal hataroljak a lapokat

points l facets

» Lathato lapok keresése az érdekes
» Brute force: O(r) = O(n?)

» Taroljuk a lathatésagokat (pont<lap)! Feontict(Pr)

» G paros ,konfliktus” grafban Feontici(f)
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Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Konfliktus graf
» G inicializalasa
» Végigmegyiink a pontokon, hogy mit latnak a tetraéderbdl
> G frissitése

» Kivessziik G-bél p,-t és a szomszédait (hiszen ezek lathatéak)
» Hozzaadjuk G-hez az j lapokat

> Az osszevont lapok konfliktusai nem valtoznak
> Minden mas @j lap haromszog

> Legyen f egy (j haromszog;
p: egy pont, ami latja f-et

» CH(P,_1) C CH(P;) i
= pr mar CH(P,_1)-ben is latta e-t

Pr
> e egy volt szomszédja (f, vagy f2) lathaté p:-bél

> Elég tehat az f; és £ konfliktus-listajaban
szereplé pontokat ellenérizni
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Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Algoritmus (Clarkson—Shor, 1989)

1. Kezd6 tetraéder keresése, C <— CH(Ps)

2. Maradék pontok randomizalasa (ps, ..., pn)

3. G feltdltése (p¢, f) parokkal — t > 5, f egy lap C-bél
4. Ciklus r=5—n

4.1 Ha Feonnict(pr) lres = tovabb a kév. iteraciéra
42 C+ p,
4.3 Horizont-élek listaja (L) az Feonfiict(pr) régioé hataraként
4.4 Tordljik az Feonfiict(pr) lapokat C-bél
4.5 Ciklusee L
4.5.1 Uj haromszdglap (f) C-be, ami dsszekdti e-t p,-el
4.5.2 Ha f egy sikban van e masik lapjaval = egyesités

Kil. f felvétele G-be; f; és > az e régi szomszédai
> 'D(e) — PCOHﬂiCt(f;l) U Pconﬂict,(fZ)
> (p,f) parok felvétele G-be, ha f lathaté p-bél, p € P(e)

4.6 p, és Feonfiict(pr) torlése G-bdl



Sikban
Kitéré
Térben

Konvex burok

Komplexitas

Miveletigény: O(nlog n), ami optimalis

Memoériaigény: O(nlog n), de kdnnyen javithaté O(n)-re
R9-ben is optimalis (legrosszabb esetre nézve): ©(nl9/2])

vV v v VY

Kb. hany éle/lapja lesz a konvex buroknak?

» Euler-formula: n—e+f =2
» Minden laphoz legalabb 3 él tartozik

és minden élhez pontosan 2 lap = 2e > 3f
» Ebbdl f <2n—4 és e <3n—6, tehat O(n)

v

Mas algoritmusok:
» O(n-f) Chand-Kapur (1970) [ajandékcsomagolas]
» O(nlog n) Preparata—Hong (1977) [D&C]
» R9-ben kimenet-érzékeny:
> O(ndf) Avis—Fukuda (1992)
» O(nlog f + (nf)*~/(L9/2141) 1650 Y Chan (1996)
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Quadtree (Finkel-Bentley, 1974)

» Gyors geometriai lekérdezések

» Szomszédos pontok
» Adott tavolsagon beliili pontok NE_—"NW SWONSE

» Rekurziv felosztas 4 négyzetre

» Amig csak 1 pont marad
» Mas leallasi feltételek is lehetnek

> Teljes: 0 = (X5 : x0] X (Vo : Y2]

y L
» P a tarolt pontok halmaza N S H

» Ha |P| > 1, akkor felosztas:

XXl _ Yoyl
» Xmid = — 5 7 Ymid = T35~
2 2

Pse ={p € P : px> Xmid és py < Ymid} stb.
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Részletek

» Taroljuk minden szinthez:

» A sarokpontokat
» Vagy csak a kdzéppontot

> Legfels6 szint: befoglalé négyzet
> Legfeljebb log(s/c) + 3 szint

> s a kiindul6 négyzet élhossza
» ¢ a legkisebb tavolsag 2 pont kozt

> Bizonyitas: %»
» i-edik szinten élhossz: s/2'

» Egy négyzetben levé pontok max tévolséga'

sv2/20 > ¢ = i < log &2 = log(s/c) + 3
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Négyagi fak

kd- & intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

Szomszéd négyzet

» Kiilon a négy iranyban (példa: északi)

» Azonos szintl négyzet

» Ha nincs = a legmélyebb, ami van
» Input: v kdzéppontd o(v) a T faban
Ha v = root(T) = nil
Ha v = SW(parent(v)) = NW/(parent(v))

Ha v = SE(parent(v)) = NE(parent(v))
@ < NorthNeighbor(parent(v), T) [rekurziv]

Ha 1 =nil vagy u levél = p
Ha v = NW/(parent(v)) = SW(u)
Ha v = NE(parent(v)) = SE(u)

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Kiegyensilyozas (1)
» A mélység nagyon valtozé lehet
> Alkalmazastdl fiiggben ez lehet nem j6

» Szomszédos négyzetek mérete max. kétszeres

» Szomszédos levelek szintje max. +1

1T I_!_].
111

1

= .
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Kiegyensilyozas (2)

1. L listaba beletesszitk T Osszes levelét
2. Amig L nem iires

2.1 Kovetkezd levél (u) kivétele L-bsl
2.2 Ha p-t fel kell osztani
(van olyan szomszéd, ami > 2 szinttel mélyebb)

2.2.1 p felosztasa

2.2.2 Ha p-ben volt pont = a megfelel6 gyerekbe

2.2.3 A négy 0j levelet L-be

2.2.4 Ezaltal fel kell osztani vmelyik szomszédot?
(van szomszéd, ami sekélyebb, mint g volt)

» Ha T-nek m csicsa volt...

» A kiegyensulyozott Tg-nek O(m) cslcsa lesz
» A kiegyensulyozas O((d + 1)m) miiveletigény
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Négyagi fak

kd- & intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

Kiegyensulyozas (3)

» Allitas: &sszesen < 8m felosztas térténik

» Egy o négyzet felosztasakor a kdrnyezé
négyzetekbdl egy biztosan eredeti

> Ha ez nem lenne igaz:

Legyen o a legmélyebb ilyen

Van > 2 szinttel mélyebb szomszéd
o’ ennek a o-nal eggyel mélyebb 6se
Mivel parent(o’) 0j, ezért o’ is

o’ szomszédai tehat mind ajak:

(i) o'-vel egyiitt keletkezett

(ii) o szomszédjanak a gyereke

(iii) o-nak a gyereke

> Viszont akkor o nem a legmélyebb

vVvyVvyYyypy

» Ehhez ,tarsitjuk” o felosztasat
» Minden eredeti négyzethez < 8 szomszéd
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Alkalmazas — haromszogelés
» Célok:

Adott élek megtartasaval
Konzisztens haromszogelés
Szép haromszogek

Non-uniform (siird ahol muszaj)

nem konzisztens

vV vy vYyy

> Input élek:

» 2/ felbontasban 0, 45, 90, 135 fokos
» Pl. nyomtatott dramkorok

nem szép

» Egyszerii A-elés / uniform / quadtree: nem tartja meg az eredeti éloket

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Részletek

» Rekurziv osztas leallasi feltétele:

» Nincs él, ami metszi a négyzetet
» Vagy egység oldalt a négyzet

v

Nem elég a quadtree-be atldkat hazni

» Nem lesz konzisztens

v

Nem elég a bels6 osztasokat bekdtni

» Nem lesznek szép haromszdgek |

v

Hasznaljunk kiegyensilyozott quadtree-t

» Kozéps6 segédpont hozzaadasaval javithato e
> (Segédpont = ,Steiner-pont”)

O(/ - log? U) miiveletigeny, O(/ - log U) A

> [ élek Gsszhossza, U: fénégyzet oldalhossza

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Kiterjesztés — kd-fa (Bentley, 1975)

> Tetszbleges helyen osztunk tengely-hipersikokkal

» A hipersikok ,lefelé” ciklikusan valtakoznak (x, y, z, x...)
» Binaris fa struktara

» Bels6 csiicsok tartalmazzak a hipersik adatait
> Levelek tartalmazzak a pontokat

3
s 7]
P4 ps Py
.
P
(2] P2
| 7
I P o
° ps
p3
9 Ps
ly s
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

2D kd-fa készitése — O(nlog n) mivelet, O(n) memdria
BuildKdTree(P, d)
» P a pontok halmaza, d az aktualis mélység (0 alapbdl)

1. Ha |P| =1 = visszatérés egy levéllel
2. Ha d paros:

2.1 P felosztasa fligg6leges /| egyenessel
a median x-koordinataja ponton at = Py, P,

3. Kiilonben:

3.1 P felosztasa vizszintes | egyenessel
a median y-koordinataju ponton at = Py, P>

4. Vefy +— BuildKdTree(Py,d + 1),
Vyight <— BuildKdTree(Po,d + 1)
5. Csiics készitése / hipersikkal és vier, rignt gyerekekkel
Median (itt): az [n/2]-dik legkisebb szam = kett6bél a kisebb



Négyagi fak
kd

intervallum-fak

Particiés & vagé fak

Keresés — adott régi6 osszes pontja
SearchKdTree(v, R)
1. Ha v levél = v-ben levs pont tesztje/kiirasa, kilépés
2. Ha region(left(v)) benne van R-ben:
2.1 left(v) pontjainak kigy(jtése, kiirasa
3. Kiil. region(left(v)) N R # () = SearchKdTree(left(v),R)
4-5. [hasonl6an a right(v)-re]
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Négyagi fak
kd- &

intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

Miveletigény

» O(y/n+ k), ahol k a talalt pontok szama

» (Komplexitas ~ latogatott csiicsok szama)

» Bizonyitas:
» Egy csucs alatti pontok kigyjtése linearis = O(k)
» Egy csak részben tartalmazott v cstcsnal:
» Egy | fiigg6leges egyenes hany cslics-régiét metsz?

> Vizszintes ugyanennyi lesz = téglalap alaki régioé is
> A legfelsé (bal/jobb) osztasnak csak az egyik gyerekét metszi
> Keét szintet lejjebb megyiink = csak 2 unokat metsz

0(1), han=1,

Qm =1, +2Q(n/4), han>1.

= Q(n) = O(Vn)

» d dimenziéban O(n*~/9 4 k) [nagyon pesszimista]
» Altalaban sokkal kevesebb; egy pontra mindig O(log n)
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Keresés — legkdzelebbi szomszéd

» Egy p ponthoz legkdzelebbi P-beli pont

NearestNeighbor(v, p)
1. Sima keresés — az igy talalt pont az aktualis legjobb
2. Elindulunk felfele, és minden v/ csticsban:
2.1 A hipersik masik oldalan lehet jobb pont?

2.1.1 ,Metszés" a pont koriili, aktualis legjobb sugara hipergombbel
(egyszerii tavolsag-6sszehasonlitas a felosztas iranyaban)

2.2 Lehet = ha a left(v’)-bdl j6ttiink, az aktualis legjobbat &ssze
kell vetni a NearestNeighbor(right(v’), p) eredményével
(ha a right(v’)-bél jottiink, akkor forditva)
» k-NN feladathoz szamon kell tartani a k legjobb pontot
» Addig nem lehet eldobni egy agat, amig nincs min. k pontunk
> Atlagos esetben O(log n), legrosszabb esetben O(n'~1/? . d)
» Magas dimenziészamnal alig jobb, mint a linearis
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Intervallum-fak (Bentley, 1979)

> Régi6-keresés gyorsabb: O(log® n + k)
» 1D keresés: T binaris fa (median alapjan)

L ]
» [x, x'] intervallumba esé pontok? ‘I ; 2 i ; ; 2 i

> Elindulunk lefelé az x-el és x’-vel

> Vsplit: ahol szétvalik a kett

» x (x’) minden balra (jobbra) lépésénél
kifrjuk a pontokat a jobb (bal) részfaban

> Ellenérizziik a végss p ill. 1/ pontokat is

» P(v) a v részfaban levé Gsszes pont

» Minden belsé v csticsban taroljuk
P(v)-t egy Tassoc y koord. szerinti faban
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak

Particiés & vagé fak

Nagyobb memériaigény: O(nlog n)

T

x koordinata fa

Tassoc(V)

y koordinata fa,

» Minden részfa linearisan tarolhaté

» Egy p pontot csak a T-ben hozza vezetd
Uthoz asszocialt T,ssoc-0okban tarolunk
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Magasabb dimenziok

» Kiterjesztheté magasabb dimenzidkra

» 3D: x-fan beliil y-fa, amin beliil z-fa
Készités: O(nlog? ! n) A
Keresés: O(log? n + k) / }‘
> Memériaigény: O(nlog?~! n) A\
Réteges intervallum-fa:

> Lueker/Willard (1978) [,cascading”]
> Legbelss keresések jrafelhasznalasa
> T,ssoc-0k elemeibdl 2-2 mutaté

a gyerekekben levé > elemre
» Keresés: O(log? ' n+ k)
» Meméria: O (n(log n/ loglog n)?~1)

v

v

v
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Javitott réteges intervallum-fa (Chazelle, 1986/1990)

.Fractional cascading”

v

v

Memoriaigény optimalis
» O(nlog? ' n)
LegbelsS T,ssoc-0k tombok

» Kivéve a gyékéré (2,19) (7,10) (12,3) (17,62) (21,49) (41,95) (58,59) (93,70)
. ., (5.80) (8,37) (15,99)  (33,30) (52,23) (67,89)
» Utolsé koordinata

szerint rendezett

v

Az elemekben mutaték
a gyerekek > elemeire

v

[BTT0[19]37] 62[ 80199] 23[30]49]59] 70[89] 95]
T T 1T

v

Tassoc'ban kOVCtJUk az
utolséel8tti szinten
megtett |épéseket

Abra forrasa: Marc van Kreveld
9] [30] [95][23] [89][70
http://www.cs.uu.nl/docs/vakken/ga/
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Négyagi fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Kitéré — Jon Louis Bentley

Lattuk téle:

v

» Osszes metszéspont keresése
» Quadtree

> kd-fa

> Intervallum-fa

v

CMU, Bell Labs

Dr. Dobb’s Excellence in
Programming dij

v

v

Nagyszer( kdnyvek:

» Programming Pearls (1986)
» More Programming Pearls (1988)
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Négyagu fak
intervallum-fak

-fa
Particiés & vagé fak

Binaris térfelosztas (Fuchs et al., 1980)

» A kd-fak altalanositasa
> Tetszbleges iranyi hipersikok
» Alkalmazasok:

v

Grafika (renderelés, arnyékszamitas = Doom, Quake)
CSG (Boolean-operaciok poliédereken)
Robotika (iitkdzés-ellenérzés)

v

v
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Négyagu fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Részletek

» Belss csiicsokban hipersikon beliili elemek

» Levelek konvex, nyilt régiok

» Hipersik: h:aixy+ -+ agxqg +aqgr1 =0

> Felterek:
h*:{x:alx1+--~+adxd+ad+1 > 0}
h™ ={x:aixy1+ -+ agxq + ag+1 < 0}

» Pl. 2D-ben egyenesek: /;F N LN ;7 =

» BSP-fa mérete: objektumdarabok szama

Csticsok szama ennek linearis fliggvénye
Minél kisebb fat szeretnénk

2D: (varhat6 értékben) O(nlog n)

3D: (varhaté értékben) O(n?)
Javithat6? [ld. késébb]

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2
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Négyagn fak

kd- & intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

BSP-fa épitése (2D) — O(n? log n)

> Auto-particié
» Csak input éleket tartalmazo osztasok yd \
» Bemenet: S = {s;} szakaszok
2dBsp(S)

1. Ha|§| <1

1.1 Visszatérés egy levéllel
2. Legyen /(s1) az si;-en atmend egyenes «(s)
3. ST ={snl(s1)" : s € S}

S ={snl(s1)” :s€S} S
4. Bels6 v csucs készitése,

S(v)={seS:scCl(s1)},
gyerekei 2dBsp(S~) és 2dBsp(S™) /
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Négyagu fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Ugyesebb szakaszvalasztas

v

Otlet: legkevesebb metszésii szakasz
» Nem mindig jo, és tal draga

Jobb: véletlenszer(i valasztas

v

» Mas sorrend mas fat general

v

Ha van szakasz, ami végigmetsz egy régiét

» Free split” = érdemes ezt valasztani
» Biztosan nem noveli a darabok szamat

v

Ehhez minden szakasz(darab)hoz 2 boolean:

» Végpontok osztéegyenesen vannak-e
» Ha mindketté True, akkor free split

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Négyagu fak
kd

d intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

Modositas & 3D kiterjesztés

» A hipersikok végigvagnak minden régiét

» Nem csak az adott régiét
» Kivéve, ha a vagas lires régiot készitene

» Bonyolultabb kiszamitani

» Nem egy sima rekurziv algoritmus
» De 3D-ben kényelmesebb

» 3D-ben haromszdgek a szakaszok helyett
» Auto-particié: a haromszdgek sikjai

> Free split: a haromszog kettévag egy cellat

h(t)

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Négyagu fak
kd

intervallum-fak

d
BSP-fak

Particiés & vagé fak

A BSP-fak méretérsl

» 3D-ben O(n?)-es az auto-particionalé algoritmus
» Ez a legrosszabb esetre vonatkozik
» Normalis esetben sokkal jobban miikddik

» Belathato, hogy ez ,optimalis”
» Van konfiguracié, amire minden BSP-fa Q(n?)

» Egy ferde (majdnem-)racson minden ,cella”
egyik élét kell, hogy metssze egy hipersik a kozelben
> (Pontos bizonyitas hosszi és unalmas)

» Nem az auto-particionalas hibaja

Diszkrét geometriai algoritmusok 3D geometria 2



Négyagu fak
kd- & intervallum-fak

BSP-fak
Particiés & vagé fak

Feladat
S = {s;} pontok halmaza = adott sokszogbe hany pont esik?

» Haromszogeljitk a sokszoget

» Elég haromszog-régidkra megoldani

v

El&szor nézziik félterekre

v

1D: egy félegyenesbe es6 pontok?

v

Binaris kereséfa — O(log n)

» Cslicsokban a részfa pontjainak szama
> Az egyik gyerek mindig egyszerii

> Vagy teljesen benne van
> Vagy egyaltalan nem

v

2D-ben nincs ilyen kettéosztas

» Minden felosztasra van olyan féltér, Fome—ve—s=s=—s|fo==e=—o-o-o—o|
ami mindkét oldalon részleges
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BSP-fak
Particiés & vagé fak

Szimplex-felosztas

» Otlet: ne két részre osszunk, hanem tobbre!
» Haromszdgekre osztunk agy, hogy U;S; =S és SN S; =0
» Maguk a haromszdgek nem feltétleniil diszjunktak
» A felosztas ,szép”, ha |S;| < 2n/r,
ahol r a haromszdgek szama (a felosztas mérete)
Metszési szam: egy egyenes max. hany haromszoget metsz
Féltér-régios keresésnél rekurzié csak a metszé haromszdgeken

v

v
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intervallum-fak

-fak

Particiés & vagé fak

Particiés fa (Willard, 1982)

» Tétel: n pont esetén tetszéleges 1 < r < n-re létezik
r méretii szép szimplex-felosztas O(+/r) metszési szammal

> A felosztas készitése O(n'*¢), ahol & > 0 tetszéleges
» Inkrementalisan, salyozott hipersikokkal, Id. Matousek (1992)

» Particiés fa gyokerének r gyereke, azoknak is r gyereke stb.

» Gyerekek sorrendje mindegy; v csiicshoz t(v) a haromszég
» Minden belsé csiicshoz taroljuk a részfa pontjainak szamat
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Négyagn fak

kd- & intervallum-fak
BSP-fak
Particiés & vagé fak

A h féltérbe es6 pontok szamlalasa

» Kivalasztunk V = {v;} cstcsokat:
» v, Ch
> v; minden p 8sére ¢ h
» Ekkor SN h=U;5(v)
» S(v) a v alatti részfa pontjai
SelectInHPlane(h, T)
1. V=90
2. Ha T = p levél:
2.1 Ha h-banvan = V = {u}

3. Kiil. minden v gyerekre:
31 Hat(v)Ch=V<«+v
3.2 Kiil. ha t(v)Nh#0 = A

V « SelectInHPlane(h, T,)
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Particiés & vagé fak

Komplexitas

v

A particés fa mérete O(n)

v

A kivalasztas miiveletigénye O(n'/?%¢), ahol &€ > 0 tetsz6leges

» Ehhez r = (2(cﬂ)1/5] kell, ahol c egy r-tél és n-tdl
fliggetlen konstans agy, hogy a metszési szam < c+/r

» Ha a pontokra is kivancsiak vagyunk: O(n'/2*¢ + k),
ahol k a talalt pontok szama

» Ha haromszég-régiokra nézziik, akkor is ugyanilyen bonyolult

» Ugyanigy miikddik, csak harom féltérrel van teszt
» Nagyobb r-et kell valasztani

v

Az algoritmus kdnnyen atviheté mas d dimenziéra is

> Metszési szam: O(r'~1/9)
> Miiveletigény: O(n'~1/d+¢)
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Négyagn fak

Particiés & vagé fak

Alternativa: vagé fa (Chazelle, 1993)

v

Jobb miiveletigény: O(log n)
Rosszabb méret: O(n?)

Féltér-keresés dualis problémaja:

v

v

» Hany egyenes van a g pont alatt?

v

Csak a g koriili laptol fiigg

> A lapokra el6re kiszamithaté
> Csak azt kell megtalalni,
hogy g melyik laphoz tartozik

v

Haromszog-régids keresésnél?

» Harom pont felett/alatt levé egyenesek
» Tual sok variacié, hogy elére szamoljuk o
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BSP-fak
Particiés & vagé fak

Keresés haromszogeléssel

» Beharomszogeljiik a dualis sikot

» Tétel: van olyan haromszogelés,
hogy a metszési szam < n/r
» Meéret: O(r?), készités: O(nr)
» Fa struktira: minden A-ben

» Az alatta levs egyenesek szama
» Rekurziv haromszdgelés
(csak a metsz6 egyenesekre)

» Kereséskor a g-t tartalmazé /A\-ket
kell csak végignézni

> /\-ben keresés = 3 szint(i fa

» Hasonléan az intervallum-fakhoz
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