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Il. rész
m kenyszerek automatikus felismerese és kezeléese
m globalis kényszerek — legjobb koordinatarendszerek,

referencia racsok, szimmetria sikok

m kényszerek szabadformaju gorbék és fellletek esetén



mernoki kenyszerek

Digitalis alakzat rekonstrukcio

input: szegmentalt és klasszifikalt
ponthalmazok

gorbék és fellletek illesztése kulon-kulon
hibaforrdsok — zajos adatok, pontatlan
szegmentalas, numerikus algoritmusok
CAD alkalmazasok - ,tokéletes”
modellekre van sziikség

meérnoki kenyszerek — tobb gorbe és
felllete egyuttes illesztése

Kényszerek:

* merdleges,

* parhuzamos

« érintbleges

» koncentrikus

+ kerekitett érték

* racspontba rendezett....
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2D-s pelda,

Harom csatlakozo koriv - kenyszerek

la. c, - ¢, kOz0Gs végpont
1b. ¢, — c; k6z0s vegpont
2a. ¢, — C, kozos erint6
2b. ¢, — c; k6zOs érint6
3a.r, = k;*10

3b. r, = k,*10

3c. r3 = k3*10




2D-s pelda,

Numerikus analizis

Tangential and

Independent fit | Tangential constraints *radii are multiple of 10° constraints
Radius 1 (rq) 125.762 155.810 160
Radius 2 () 50.590 51.683 50
Radius 3 (r3) 145.962 156.278 160
Average deviation from data points 0.996 1.046 1.132
Error of 1st tangential constraint 2.142 0 0
Error of 2nd tangential constraint 1.010 0 0
Error of "r; multiple of 10” constraint 4, 238 4.190 0
Error of "r» multiple of 10 constraint 0.590 1.683 0
Error of "r3 multiple of 10" constraint 4. 038 3.722 0




-s példa

Potencialis problémak

m a feliletek nem illeszkednek
egy .lermészetes” derékszogi
koordinatarendszerbe

m sik fellletek - nem parhuzamosak

€és nem merdlegesek
m a ,vizszintes” hengerfellletek tengelye nem azonos
m az eltolasos fellletek profilja és az eltolas iranya kulénbo6zik

m a hatso, egymasba agyazott hengerek nem koncentrikusak és nem
merdblegesek az alapsikra

m a sugarertekek nem egész szamok
m a modell nem szimmetrikus, stb.



Tavolsag mertekek

Legkisebb négyzetes (Isq) tAvolsag minimalizas:
{P.=(x ¥;)},i=0,....,M; > min}.d’
= figgvény: Y= f(x);min > (f(x;)-V,)’
= implicit (algebrai):  F(x,y)=0; min Y. F(x,, yi)2
= parametrikus:  r(t);{t},i=0,...,M; min X (r(t) - P,)*
s euklideszii  r(t); min > (r(z,) - P,)?

Kiindulas — valamilyen gorbereprezentacio,
Ismeretlen gorbeparameéterek

o y=Tf(x)=ax’+bx+c;={a,b,c}

. F(x,y)zzax2+bxy+cy2+dx+ey+f:0;:>{a,b,c,d,e,f}
o r(t)=2>¢B(t);={c,.c,.c,}

Cor()= E)ciBf(t); ={c,.c,.C,,[{r;},0=1....M]}




Kor illesztes - tavolsagok

= Akorimplicit egyenlete:  F(x,y) =(x—c,)*+(y—c,)*-R*=0

s  Adatpontok:  (X,Y:),1=1..,n
= Minimalizalandé: ) d*(x,Y;) //Q/ \ )

m Euklideszi tavolsag: \/Z
@)
d(x, ) =4/(x —¢,)° +(y;—¢,)’ —R=+h-R

d = F(3,4) =25-36=-11())
_ d=-1
= Algebrai tavolsagfiiggvény: d. =F(x,V,) d=-11/12=-092

m Szukseges egy normalizalasi feltétel (a felllet OF OF
kozelében jol kozeliti az euklideszi tavolsagot): I(&,E

m Vagy egy alternativ ,tavolsaghd” definicié (nincs gyok!):

)= (Vh-=R)Wh +R) N h—-R* (X, —C€,)° +(y, —¢,)* =R’
) Jh+R - 2R 7R

)|=1

dA(Xi’Yi
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Kor tavolsagter,

lllesztési adatok

m Eredeti kor + zaj (fekete):
o0=(1.0,0.5),R=1.0,
Osszhiba: 7.042

m Fit algebrai tavolsaggal (kék):
0 =(1.233,0.741), R =0.706,
Osszhiba: 8.297

m Fit euklideszi tavolsaggal (piros):
0 =(1.01, 0.535), R =0.974,
Osszhiba: 6.977




Egyenes (sik) illesztés

, B,
Adott pontok:  {(x.,VY:)} 4 (A.B.)
Egyenes egyenlete: AX+By+C =0 \Q
O
Minimalizalandé: S(A,B,C)=>.d’=>(Ax + By, +C)’
(A, B,)
oS oS oS N
—=...=0,—=..=0,—=2 > (A, + By, +C) =0,
O0A oB oC 2 Y +C)= / ‘
nC=-A) x. —BY y =—-Ax,—By,.... N
Modositott feladat (sulyponti korrekcio):
_ X, _ B B . 2‘120’_)31:('6&181),
=X Y=o S(AK By = min, 1,2 2,55, = (AB)

Normalizalasi kényszer - (A,B) egységvektor: A* + B* =1
Megoldas: s=[A, B],

sMs” =[A, B]{Z;Z Z)_‘i_Zng:min, sDsT =[A, B]F OMA}L

1||B

Minimalizalas 11



Minimalizalas kenyszerekkel

Direkt megoldas

Meghatarozand6 paraméterek:  s=(a,,a,,...,a,)
Ossztavolsag fliggvény,

2 T .
egylitthaté matrix: 2,47 =sMs’ =min.
Kényszer matrix: sDs' =1
Minimalizalando: H(s,A) =sMs' — A(sDs' —1) = min.
1. Lagrange multiplikator:
o n+1 ismeretlen, nemlinearis | 20 _[ oH ,aH ,___,8H _ ,8_H:O
egyenletrendszer oS da, oda, Oa, oA

2. Sajatérték, sajatvektor: aa—H —0,Ms" = ADs", - DMs" = As', (%)
S

e megoldas: karakterisztikus |as— s | As= Als (A-Al)s=0, a —a, -1
polinom vagy iterativ ’ ’ o i i
P(1)=det(A—-Al)=0

e A sajatértéke
— Asajatvektora:  (4,8;)y Apn 20, Ay, =2d; (feliéve, hogy D

invertalhato!

Minimalizalas 12



Illesztés kényszerekkel,

lterativ megoldas

Szegmentalt tartomanyok
= azi-edik tartomany pontjai : {p,}, ] =1...,n,
= azi-edik felulet: S

. Altalanos illesztési feladat,
az ssztavolsag fuggveény:  f(x)=> ;> d(p;.S;)* =min
i j

. 1 ..
Sulyozo tényezé: (i) o= () o=

Area,
Paramétervektor (a fellletek 6sszes paraméterei): X

(Xyees X))

Kényszer egyenletek:  c¢(X) =(c,(X)...., ¢, (X))

Probléma:
m tObb kényszer, mint szabad paraméter; ezek ellentmondhatnak
m prioritasi sorrend: ¢, a legfontosabb, c, a legkevésbé fontos

Kényszerek - egyenletrendszer 13



Két egyenes példa,

lllesszunk ket egymasra meroleges egyenest

Ax+By+C, =0, {X.Y}:
Ax+B,y+C,=0, {x,y}4
x=(A,B,C, A, B,,C))

Kéenyszer egyenletek

c(x) = 0
cl: A’ +B’-1=0 - normalizal
c2. A22 + 822 -1=0 - normalizal

c3:AA +BB,=0 - merdleges

14



Illesztes kenyszerekkel,,

Megoldand6:  f(x)=min, c¢(x)=0
Nemlinearis egyenletrendszer; linearizalas — maodositott Newton iteracio
Jelenlegi parameéter vektor: x,, Uj ertek: x, +d, keressuk a d vektort

Sorfejtés: c(X, +d) =c(X,)+C'(x,)d=0

f(x,+d)~ f(x,)+F(X,)d +%de”(xo)d ~ min

, , oc, Oc oc
e Kényszer egyenletek: c,(X,+d)=c,(X,)+C;(X,)d = (5(:]11 , adlz adt, ] d+c,(X,)
, oc, oOcC oC
c, (X, +d)=c, (X,)+C,(X,)d = (Gdi , ad‘; Gd: j d+c, (X,)

~

o Uj jelolések: d=d=(d,,...,d, )7, C=[c'(X,) | c(X,)]

~

e Matrix alakban: | Cd =0,

Kényszerek - egyenletrendszer 15



Illesztes kenyszerekkel,,

Minimalizaland6: f(x)=min, c¢(x)=0
Sorfejtés:

f(x,+d) ~ f(x,)+F(x,)d +%de”(xo)d

df aF .
fogdy oy g oan
Gt e

Ujjelslés: d=(d,,...,d,

1)

A sorfejtés utolso két tagjat minimalizaljuk, matrixalakban:

A_{f"(xo) f(x,)

=[xy 0 } [N+1xn+1]

d"Ad = min.

Kényszerek - egyenletrendszer

16



Két egyenes példa,

I-edik 1épés
¢ = (ABLCL,ALBLCY)
d=(d,,d,,d;,d,,d;,d;) -ismeretlen delta értékek
X" =x"+d

Ossztavolsag kifejezés
f(x')= Z(Alixk + Bliyk +C1i)2 +Z(A;X| + B;Y| +C;)2
k=1 =1

f(x'+d) =~ f(xi)+f’(xi)d+%de”(xi)d -d"Ad

o df df
(X ) = [ NS TETEY ]x:x
oA, '8, ac,
T df .
f"(x") :{@Pkﬁpl }x:x‘ k,1=1,...6; B, e(A,B,,C,,A,,B,,C,)

17



Két egyenes példa;

Kozelitd kényszer egyenletek

G (A +d;, B +d,) =c (A, B)+

Cz(A; +d,, Bli +d;) ECZ(A;’B;)+

Matrix alakban

oA 0B,

ci=lo o o &

&,
oA
o, ,

oA,
C;(A +d;, B +d,, Ay +d,, B +dg) =c,(..) +

oc,

oA,
oc,  OC, 0 oC,

0B,
0C,

oA B,  OA,

0B,

. +%d2
0B,
0B,
%dl+%d2 + A
oA 0B, oA, 0B,

c,(A.B)
C,(A;, B,)
C,(.-)

- O 9 o a a9 o
o o W NN

%d +%d5

18



Illesztés kényszerekkel,

Keresiink egy vektort, amely csak fliggetlen valtozokat tartalmaz: d

Keresiink egy M ismeretlen matrixot, amelyre d = Md" és CM = 0.
Ha M ismert, kényszer nélkili minimalizalas: d"Ad= d"MTAMd" = min
d"Ad =min; A" =M'AM

Visszafele kzonseéges linearis egyenletek: d - Ei

M meghatarozasa C-bél
o Gauss eliminacié-szer(i [épések felllrél lefelé, minden I1épésben kiiktatunk egy di-t

cd,+---+Cd +C ,=0

e a kényszer egyenletek nem fliggetlenek, ha egy sorban
- az 0sszes egydutthatdé nulla, tovabb léplink, mert nem lehet eliminalni
- ha csak a konstans tag nem nulla, tovabb léptink, mert ellentmondas van

Kényszerek - egyenletrendszer 19



Eliminécios lépések - a C matrix els6 soraval indulunk és azt a d,-et fejezziik
ki, amelyiknek a legnagyobb abszolut érték( tagja van:

d =—&d _..._id _id —---—&d G
| CI 1 CI 1-1 Cl 1+1 CI n CI
1 ... 0 0O ... 0
0 1 0 0
M _ _& _Cl—l _CI+1 _h
G C C C
0 0 1 0
0 0 0 1
Az M, matrix kikiisz6bol egy valtozét, d=Md,
és ezéaltal egy rovidebb d,vektorra redukalja d -t
& : J d =(,,....d .d.,...d 1

Kényszerek - egyenletrendszer 20



Kényszerek - probléemak

m Adott két sik: S1 és S2: bezart
sz0g: alfa

m Kétismeretlen egyenes eles e2;

tartalmazzak P-t \

. e2 —
REDUNDANS kényszerhalmaz: P
alfa=90;
e1L1S1;e2L82;e1Le2 () ot

S1

ELLENTMONDO kényszerhalmaz: e
alfa=92;

e1L1S1;e2L82;e1Le2(N);

21



Ellentmondo kenyszerek,

Példa - egy négyzet - (11,12,13,14) egyenesek és harom kor (c1,c2,c3):

K1: a korok sugara megegyezik

K2: a korok kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el (10)

K3: ez az egyenes vizszintes

K4: a kozéppontok egymastdl 30 egységre vannak, a szelsé kozéppontok a négyzet
oldalatol 30 egységnyire vannak

K5: a négyzet oldalhossza 100 egység

- = (RTE T B e

. {‘%‘1 i L™ i | i

L ﬁ“bt..x'j. .‘: E s R ;-:“""‘~ ‘5";5‘;”‘1: ::

* = e = W, Pt S A

: : : : : |
Kiindulo allapot K5 kimarad: oldalhossz <> 100

Ellentmondo kényszerek

22



Ujjgyakorlat - ellentmondasos
kényszerek feloldasa*

Példa - egy négyzet - (11,12,13,14) egyenesek és harom kor (c1,c2,c3):

K1: a korok sugara megegyezik

K2: a korok kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el (10)

K3: ez az egyenes vizszintes

K4: a kozéppontok egymastol 30 egységre vannak, a szélsd kozéppontok a négyzet
oldalatol 30 egységnyire vannak

K5: a négyzet oldalhossza 100 egység

Bty v R N e et A Bt Ry v R e e A Bty v N e e A

I 2 I I

1 - 1 1

& ¢ & &

£ £ £ £

Ay F ! Ay F Ay F

2 £ r s z £ r s z £ r s

¥ ¥ ¥

3 3 3

Bt S et :-M-'vhw-_'.-.r‘-.*-:.‘ﬁ. - i :-M-'vhw-_'.-.r‘-.*-:.‘ﬁ. B el :-M-'vhw-_'.-.r‘-.*-:.‘ﬁ.

T I R I T I T I I R I

1] 1] 1]
K4 kimarad: tAvolsagok <> 30 K3 kimarad: |0 nem vizszintes K2 kimarad: |0 nem kollineéris
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Ujjgyakorlat - ellentmondasos
kényszerek feloldasa,

Példa - egy négyzet - (11,12,13,14) egyenesek és harom kor (c1,c2,c3):

K1: a korok sugara megegyezik

K2: a korok kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el (10)

K3: ez az egyenes vizszintes

K4: a kozéppontok egymastol 30 egységre vannak, a szélsd kozéppontok a négyzet
oldalatol 30 egységnyire vannak

K5: a négyzet oldalhossza 100 egység

S At S R e e AT Bt By a8 L AL g el e B B BTy AR RS g, el e A B

i = k b

K 3 :‘. & 'I‘. &

/"j N\:’- H :J B i 1: ‘E, 4 i ‘5: E.

Tt f 2 : 23 z t s

SN ,l‘ = g x g @ x

¥ v

3 3 3

e 3 i :.m-.-vr\)\_n-_-,-.r‘-_i-:_-c_ B, o et :.m-.-vr\)\_n-_-,-.r‘-_i-:_-c_

I N N |

T I Ly Loy

[T T T T T T T
K4 kimarad: tavolsagok <> 30 K3 kimarad: |0 nem vizszintes K2 kimarad: |0 nem kollineéris
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Ujjgyakorlat - ellentmondasos
kényszerek feloldasa,

Példa - egy négyzet - (11,12,13,14) egyenesek és harom kor (c1,c2,c3):

K1: a korok sugara megegyezik

K2: a korok kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el (10)

K3: ez az egyenes vizszintes

K4: a kozéppontok egymastol 30 egységre vannak, a szélsd kozéppontok a négyzet
oldalatol 30 egységnyire vannak

K5: a négyzet oldalhossza 100 egység

- - 5 ﬂ, . B Ty e B L LS g e e

b ; 2 P

: L - 1

K ‘h .I. t

: : 3

Ty vy

3 5E

,f.!'-‘{"_ ﬂ; - g @ _l

'.“' :I:C :_'!..

o - e B 4 S >‘:.. -..-;-:.e\-.-vw\_n-_',-.{“-_'h-:_'c.
I B N N

U U “H}IHHI

K4 kimarad: tAvolsagok <> 30 K3 kimarad: 10 nem vizszintes K2 kimarad: 10 nem kollinearis
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Ujjgyakorlat - ellentmondasos
kényszerek feloldasa,

Példa - egy négyzet - (11,12,13,14) egyenesek és harom kor (c1,c2,c3):

K1: a korok sugara megegyezik

K2: a korok kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el (10)

K3: ez az egyenes vizszintes

K4: a kozéppontok egymastol 30 egységre vannak, a szélsd kozéppontok a négyzet
oldalatol 30 egységnyire vannak

K5: a négyzet oldalhossza 100 egység

S
by
.

K4 kimarad: tAvolsagok <> 30 K3 kimarad: |10 nem vizszintes K2 kimarad: 10 nem koIIineéééis



m KOr egyenlete:
F(X,y)=A(X*+Yy*)+Bx+Cy+D=0
m  Gradiens egységnyi a koron,
normalizalasi feltétel:
|(ﬁ,§) |=1= (2Ax+B)*+(2Ay +C)* =1
oX oy
m Az egyenlet baloldalabdl levont tag
4AF(x,y)=0,
m igy a kényszeregyenlet:
B*+C?—4AD =1.

m |-edik szegmentalt kor;
ismeretlen paraméterek, adott pontok, :

{A’ Bi’Ci’ Di}l {Pu - (Xij! yij)’ J =1""1ni}
m  Minimalizadlandé:

1
S di =3 T (AGE ¥+ B, +Cyy + D)
i,j i

Korok illesztése 27



m  Harom normalizalasi egyenlet a harom korre
B’+C’—-4AD, =1,i=12,3

m Két tangencidlis egyenlet. Példa: 1. €s 2. kor:
2AX+B =—-(2Ax+B,); 2Ay+C, =—(2A,y+C,)
(2AX+B,+2Ax+B,)* +(2Ay+C,+2A,y+C,)* =0
= —4A+A)FRKY)+F(XY))

s Az "x°,y%,Xy" tagok kiesnek, marad
-2AD,-2A,D, +BB,+CC,-1=0

m Ha A=0 — egyenes

F(x,y)=A(X*+Yy*)+Bx+Cy+D=0
—>Bx+Cy+D=0

Korok illesztése



Segedelemek

m tObb valtozo
m tObb egyenlet

m de egyszerlbb
egyenletrendszer

Egyszerl segédelemek:

pontok

pont + normal vektor parok

|
|
m irAnyvektorok
m forgastengelyek
|. Kényszerek:
C, érinti |;-et
|, merdleges l,-re
|, &tmegy ¢, k6zéppontjan

x={(o,r),(n,d,),(n,,d,)}

ll. Mbédositott kényszerek :

1,(p)=0; 1,(p)=0; l,(0)=r
n2 " n, nl J‘ n,

,(0)=0
X:{(O’r)v(nl’dl)’(n2’d2)’(p’n)}

Segédelemek 29
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Tavolsaghu kozelités

m fellletparaméterek: X={x},i=1...,n; pontok: {p, }, k=1,...m

= minimalizadlandé: Y. d(x,p,)* = min
k=1

m algebrai tavolsag, nagyon torzit: Z(F(pk))2 =min

k=1
m euklideszi tavolsag - altaldban csak iterativ eljarassal;
= tavolsaghil kozelités (faithful approximation)

m Legyen

d=d(x,p,)=g(x) ~h(x), d= (@‘“;fﬁ“’): gz‘hhz,
m ekkor N ad od
d(@=06d@=0 £ (@=-2 (@)

m Bizonyitas:
g g-h* (d+h)*—h*

od _od  odd
OX, 0% OX h
(— 8. slide)

Tavolsaghi kozelités 31
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Hatekony reprezentacio

Cél: az iteracidé szamitasigényének optimalizalasa

|dealis esetben a tavolsagfiiggveény alakja:

d(p,x) =S(x)' P(p) = P(p)" S(x)

A minimalizalando kifejezes:
()= Zd(px) - S(x)T[g P(p)P(p)TjS(x)

A Q matrix csak az adatpontoktdl fiigg: Q=Y P(p)P(p)’
p

Altalanos esetben derivaltakat kell szamolni: f'=2S"QS’
f " — 2(S!TQ81 + STQS”)

Ha S(X)=(X,X,,X,,...) — f'(x)=20Qx
£7(x) = 20

Korok illesztése
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Korillesztes - példa,

= adott P; ismeretlen koér: {0,r}; euklideszi tavolsag: d =||p—o]—r

- —0)’=r? p’=2(p,0)+0°—r?
m tavolsaghl kozelités : d=(p ;)r r_bp <p2r>

m a hatékony reprezentacio parameétervektora:
S(x)=S(o,,0,,r)=(/2r,—o,/r,—0,/r,(0* —r*)/2r)
oS 0S OS
P = 21 ) 11 = ) !
(P)=(p", Pys Py.1) 50, 30, " or
m tovabbegyszerisitett reprezentacio (4 valtozo!):
— * _ _ At
x=(0,,0,r)= Xx*=5(x)=(x,0,,0,A)
_1
2r
m derivaltak szamitasa egyszer(isodik, ha:  S(x*) = x*

K 0*=-2x0, A=(0"-r*)/2r = (0*)°*-4Ax=1

Korillesztés
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