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Bézier vs. B-spline
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Motivacio
= kontroll poligon — kontroll
pontok és sulyok

» bazisfuggvények — sulyozott
racionalis polinomok

m  egységes reprezentacio

(05, Wp)

(0]
(b, w;)

o (bs,w,) o
(b,,w,) (g, Wy)

(b7, w;)

korok, kupszeletek pontos reprezentacioja

egyszerd implicit feltletek (henger, kup, gomb,
torusz) parametrikus formaban

m implicit fellleteken véges fellletdarabok

m felllet-felilet metszés — preferencia: implicit x parametrikus

m altalanos forgasfeliletek

PH-gorbeék offszet gérbeinek reprezentalasa
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Racionalis Bézier gérbek

= raciondlis Bézier gorbe: r(t)=> b;B"(t)
i=0

(b;,w;) = (b; +Ab, w) (b;, w;) = (B;, w; + Aw)

Raciondlis Béziér gorbék



3D — 2D projekcio

3D %Y, 7]
Képsik:[X.,Y., Z
Xi:Zi’yi:Zi N
X. d'y d

ﬁ’ yi :d
Z.

2D [x*=x1z,y*=Y,/z]

Yi
zZ

Z. =d

X, =d

Homogén koordinatak: N dimenziés tér, N+1 koordinata

O (Xi’yi’zi)

(a,b,¢) — (Wa, Wb, we, w): (p,q,r,s)a(g,%,g)

Projekcio




Hasonlosagi leképzes 3

m egyenes — egyenes O/))

m szakaszok hossza 6érzédik: |abl=ab |

Projektiv leképzes, /a

Affin leképzeés ¢
m egyenes — egyenes
= szakaszok aranya 6rzédik:  |ab|/|bclHab|/|bé|

Projektiv lekepzés
m egyenes — egyenes a

m  négy pont egy egyenesen;
kettdsviszony (cross ratio) definicio:

|ab |/ |bd |

|lac|/|cd |

= 0 vetitési kdzéppont

= () vetitési sik (képsik)

- a kettsviszony 6rzédik:  [abed] = [abéd]

[abcd] =
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Projektiv lekepzeés,

m A teriletek aranya alapjan:

|ab|/|bd|=A(abo)/A(bdo) = (1, sin ) /(1,1, sin (B +))
|ac|/|cd|=A(aco)/A(cdo) = (LI, sin (a + B)) /(l;l, sin )

m = a kettdsviszony csak az o-bel

szogektél fugg

[abcd]zwz f(a”g,}/)
|ac|/|cd]

m legyen
[abcd] — [Obtl]; [abéd] — [0bf1]

m a ket egyenes kOzOtti parametrizacio
racionalis, felirhatd az alabbi alakban:

b bt

1-b _1-b_1-t_, ¢__ !
v L t p(l—t)+t
-t 1-f  1-f
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Kupszeletek

vV
H b (
@® @ @) | woimearins

1. Parabola, 2. Kor és ellipszis, 3. Hiperbola
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Kupszeletek,

m kupszelet Iétrehozasa projekcioval

m terbeli parabola sikba vetitése
m a projekcio kdzéppontja az origo

m a projekcio sikja a z=1 sik
2D:b=[b,,b,]; 3D:b*=[b,b 1]
m vetités:

3D:p=[p.P,, P.]—>2D:p*[p,/ p,:p, /P, 1]

m tetszdleges W-re (projektiv egyenes)
[b,,b,]—[wb, Wb ,w]; [b] —[wb,w]=p
m parabola (3D):
P(t) = p,By (1) +p,B (1) +P,B; (1)
m klpszelet (2D):
c(t) =b,B{ (t) +b,B2(t) + b,B (1),
p, =[wb,,w.],1=0,12

(B (t) —kovetkezs slide)

Kupszeletek
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Kupszeletek,

m parabola (3D): (D, | D, D,
p(t) = poBg (t)+ p1812 (t)+ szz2 (t)=1] Py B(? )+ Py B12 (1) +] Py, B22 (t)
L pZO _ L pzl L p22
m parabola kontroll pontok homogén koordinatakkal:
Wi pxi
| pxi ] Wi _bxi ] b b b
p.=| p, |= Wi& =w, b, p ()= °|w,BZ(t)+| *|wB (t)+| * |w,BZ(t),
’ W, ! 1 1 1
L pzi 1 — Wi | 1 _

m 3D parabc;Ia proj_ektélva — 2D kupszelet:

p (t) _ byw, Bo2 (t) +b,w, I312 (t) +b,w, Bzz (t)

B =b,B/(t)+b,B(t)+b,B/(t
W) wBlOrwBmrwpi) oo M FEBID+DE D

c(t) =

w; B/ (t)
W, By (t) +w; By (t) +W,B; (t)

m raciondlis bazisfuggvények:  B’(t) =

Kupszeletek



Kupszeletek,

m racionalis vektor polinom:

Wb, By (1) + Wb, By (t) + w,b, B, (1)

c(t) =

W, By (t) +w, By (t) + W, B; (t)

m a racionalis gorbéket mindig at lehet parameterezni:

t*
to>t* | t= ,
pl—t*)+t*

T=p0-t*+t*t= %t*; @-t)= %p(l—t*)

[wo, Wi, W, 1= 1wy 1]

"1' \\“ W
W, (L—t)% + W, 2t(1—t) + w,t? = %[pz Yo 11924 ﬂZ(l—t*)t*th*z)
\ T3 A W,

= /

= W, (1-t*)* + W, 2(L—t*)t*+w,t *°

W, . W
— W =p
Wo

_ beBy(t) +w; bB/(t") +b,B, (1)

W, =1 W, AL B NN
2

c(t))

By (t)+w; B/ (t")+B,(t)

Kupszeletek

12




Kupszeletek,

m racionalis vektor-polinom:

c(t)

_ byBg (t) +wib, B/ (t) + b,B; (t)

B; (t)+w; B (t) + B; (t)

m kupszeletek osztalyozasa:

*

Wl
S= .
1+w;
= parabola W, =15=05
= hiperbola w; >1,5>0.5
s ellipszis W, <1,5<0.5
m kOr: w, =cosa

c(t)

~ b,BZ(t)+cosa b,B2(t) + b,B2(t)

O<s<l

Hyperbola

Parabola

Ellipse

b2

B (t) +cosa B (t) + B (t)

Kupszeletek
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Ujjgyakorlat™®

_ by(-t)*+w; b, 2(1-t)t+b,t?
1-t)* +w, 2(L-t)t +t?

c(t)

m hozzunk létre egy ellipszisivet,

amelyre s =0.25

m ellenbrzéskeént hatarozzuk meg az M felez6pont, majd az O
negyedeld pont (s = 0.25) koordinatait

M = (oo ), O

Il
—~
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Ujjgyakorlat

b,(1-t)* +w, b, 2(1—t)t + b t*
— 0 1 ™1 2

c() ; ;
A-t)"+w, 2(1-t)t+t

m hozzunk létre egy ellipszisivet,

amelyre s =0.25
4 b, =@11)

—> W, (s)=—
1+w, 1 (6) 1-s

1 i[(l,l) +2w,(3,4) + (5,3)]

W, = 5; c(0.5) = =(3,2.5)

jr[1+ 2w, +1]

m ellendrzésként hatarozzuk meg az M felez6pont, majd az O
negyedel6 pont (s = 0.25) koordinatait
M=(32), O=(32.5)
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Kbriv egyenlete

m egyenlet:
b, =(0,19 @)
-1 ’ g Lo | b, =(-10 205
(1-t)* +cosa 2(L-t)t+| |t o =(-1,0) c(0.5)
o(t) = 0 tga 0
(1-t)? +cosa 2(1—t)t +t?
= egyenletek (0 kézéppont, R sugar): b, =(10)
Rsina =1 H tga =1
» hatarozzuk meg a gérbe felezépontjat; | r= 1
a fenti sullyal kort kapunk, mert az a Ho L
alabbi egyenlet teljestil: a g«
H+c, (0.5 =R 0

m félkoriv; a— 90°

c(t)Z[_(l_tZZJrgz, 2t(12—t)2j; U=l;t:>0(u)
A-t) +t° (A-t) +t

Koriv
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Ujjgyakorlat™®

m egyenlet: ;
b, =(~1,0) ¢(0.5)

{_1}(1—02 +coso{ 0 }2(1—t)t+Ht2
o(t) = 0 tgo 0

(1-1)* +cosa 2(1—t)t +t°

m egyenletek (0 kdzéppont, R sugar):

Rsina=1H =1 R - L
SN =1, H tlga = " sing H_L

= a felez6pont Y koordinataja: a ga

¢,(0.5) = — 0
m fejezzik ki R-t és H-t és bizonyitsuk be, hogy az egyenlet

teljesdl
.................. 1
H+c,(05=R>— a— i >
Koriv 17




Ujjgyakorlat

m egyenlet:

vy O ba_nte e
{O}( —1) +c050{tga} (1-1t) J{O}
c(t) =

b, =(-10)

(1-t)° +cosa 2(1—t)t +t°

m egyenletek (0 kdzéppont, R sugar):
Rsinag=1, H tga =1
m a felezbpont Yy koordinatgja:

¢,(0.5) =

Sin &
1+cosa

m fejezzik ki R-t és H-t és bizonyitsuk be, hogy az egyenlet

teljesdl

H+c,(05)=R—

CoS« Sin &
_|_

1

Sina 1+CO0S«

Koriv

sin o

scos’a+sin‘a=1
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[codiecodemonkey]

A projekcio szemléltetése (3D—2D)
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Polinomialis eés racionalis
Beézier gorbek - ismetles

(05, Wp)

(b;,W,) (b, We)

(b7, w;)

-

=380

r®=bB(1.B' (120 B'()=1

(%, y,w)»(ﬁ,lj

W W

p(t) = (x(1), y(t), W(t)) - b(t) = [ﬂ ﬂj

w(t)  wit)
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Racionalis Bezier gorbek,

= 4D polinomialis Bezier goérbe, kontroll pontok: p;

X, [ X, | X, ]
n n n yO n yl n yn n
P(0) =PoBy () +P,B () +..+P,By (O =) " By +| = B (D) +...+| "7 By (1)
0 1 n
_WO_ _Wl_ _Wn_
m homogén koordinatak, 3D kontroll pontok: [X;,V;,z,,W;,] = [wb,, W]

* WObO n Wlbl n Wnbn n
p(t)=(x(t),y(t),z(t),w(t>){ y }Bo(t){w }Bl <t>+...{ # }Bna)

0 1 n

m 3D racionalis Bézier gorbe, projekcio utan:

r(t) — p (t) — WObOBO (t)+W1blBl (t)+"'+wnann (t) — bogon (t)+b1§1n (t)+...+bn§nn (t)
w(t) w,Bg (t) + w, B/ (t) +...+w, B/ (t)

= w. B (t
m raciondlis bazisfuggvények: B,"(t) = B (1)

T W BI () + W, B () +...+ W, B (t)

Raciondlis Béziér gorbék 21



Racionalis Bezier gorbek,

m racionalis Bézier gorbe:
r(t)=> bB'(t)
i=0

m tulajdonsagok
m a kontroll poligon approximalja a gorbét
m a gorbe els6 és utolso pontja, valamint a
végtangensek szarmaztathatok a
poligonbdl
m a suly médositasa a kontrollpont felé
hlizza a gorbét
m racionalis sulyfiiggvények
m flggnek a sulyoktol!
n

2, B'®)=1

m haaz 0sszes w, >0, a konvex burkolo és
a valtozast csokkend tulajdonsagok
ervényben maradnak

(b;, w;) = (b, w; +Aw)

Raciondlis Béziér gorbék 22



Racionalis Bezier gérbek;

m Atparaméterezés W, =cC'w, P
m de Casteljau algoritmus (ismételt i
linearis interpolacio) c=1
(a) ismételt osztas a 4D homogeén N‘_‘
koordinatarendszerben, utana vetités 3D-be c=05
pi = (1-tp " +tpiy W =
(b) osztas 3D-ben

wh=(1-t)w T rtw

i+1

wb! = (1-t)w b +tw bl

i+1 ~i+l

m derivalt szamitas (bonyolult)

r) =" vy = L o) —wyr)]

w(t)’ w(t)
F(0) = %[bl b, } #(1) = %[bn b, }

Racionalis Béziér gorbék 23



Racionalis Bézier fellletek

racionalis Béezier gorbe:

3 we B (1)
r(t) =2
ijB;‘(t)

racionalis Bézier felllet;

anzm: W;iCj; B’ (U)Bjm (V)

Z Zm: w; B (U) BT (v)

i=0 j=0
els6dleges alkalmazas
m Szabalyos masodrendd feluletek
m forgasfellletek
specialis feltletek: letezik implicit és
parametrikus reprezentacio

Raciondlis felllletek

Dupin cyclides

[wiki]



Racionalis B-spline (NURBS)
gorbek es fellletek

s NURBS = Non-uniform Rational B-spline; egységes reprezentacio (!?)
m racionalis B-spline gorbe - ez is projektiv alapon keletkezik

Y w.dN"(t)

rt)="=0—
;)WjN?('[)

m adott Csomc’Jﬁ/ektor és sulyok esetén
a racionalis sulyfiiggvényeket meg
lehet hatarozni

m racionalis B-spline felllet:

n

Zi WijdijNin(u)N;n(V)
s(u,v) = =222

Z w; N ()N (V)
i=0 j=0
m elsddleges alkalmazas - forgasfeliletek

Raciondlis felllletek 25



