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Az eléz6 el&adas tartalmabdl...



Paraméterezés — Inverz Feladat: 3D — 2D
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Feladat: 3D Haromszéghalé — 2D Haromszoghalé




Paraméterezés kovetelményei: Egyértelmiiség

o A leképezés legyen 1-1 (injektiv) — haromszoghaldkra:

©(3)

3
(%2}
/\ )
1 4 »(4)
2

»(2)
Lokalis injektivitas
(Haromszogek nem fordulnak at.)
Globalis injektivitas
(Hatargdrbe nem metszi 6nmagat.)
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Paraméterezés kovetelményei: Egyértelmiiség

o A leképezés legyen 1-1 (injektiv) — haromszoghaldkra:

Lokalis injektivitas
(Haromszogek nem fordulnak at.)

Globalis injektivitas
(Hatargdrbe nem metszi 6nmagat.)



Paraméterezés kovetelményei: Torzitas

o Régi hagyomanyok:
térképészet

o Minden térkép torzit!
Differencialgeometriai
tétel

o Kompromisszumot kell
kotni — torzitasi
mérték
minimalizalasa

Teriilettarté

Szdgtart6 (Mercator)



Tutte médszere — Alapotlet: élek = rugék

ol

ok

Rugéers: Fjj = —k;i(pi — p;)

NP

N



Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: erék dsszege 0

o Ap;= [5’] pontban:

(> ki)pi— > kipj =0

p;EEp; p;EEp;

e Linearis egyenletrendszer az u, v koordinatakra:

Lu=0

Lv=0

L Zk;ﬁlk’k I'=J

j = . .
—kij i#J

o Hatargérbe fix — nincs ra egyenlet, atkeriil a jobboldalra



Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése: flzr)

J(@k41)

Xit1+Xi—1
— X "
f// (Xl) ~ 2 2 ! f ( k)$
of(1k+1)*f(1k-—1>
2

h2
@ Intuicié: eltérés a pont koriili atlagtél

e Altalanositas — Laplace-operator:

N
Af(xq,...xq) = Z 53 = div(gradf)

Af(x) =0, X € int2 @

f(x) = fo(x) x € 00



Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése: flzr)

J(@k41)

Xit1+Xi—1
— X "
f// (Xl) ~ 2 2 ! f ( k)$
of(1k+1)*f(1k-—1)
2

h2
@ Intuicié: eltérés a pont koriili atlagtél
e Altalanositas — Laplace-operator:

Tk—1 Tk Tk+1

N
Af(xq,...xq) = Z 53 = div(gradf)

Af(x) =0, x € intQ
f(x) = fo(x) x € 082



Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

Jj

"Atlagtél valé eltérés = 0"
Lu=0"~" Au=07

u, v — diszkrét harmonikus fliggvények?

Haromszogenként linearis fv. —
satorfliggvények lin. kombinaciéja:

u(x) =~ Z uipi(x)

o De linearis fiiggvényre trivilisan Au=0... B,



Tutte = Diszkrét Harmonikus?

Tutte — egyenlet pl. wuj-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

Jj

"Atlagtél valé eltérés = 0"
Lu=0"~" Au=07

u, v — diszkrét harmonikus fliggvények?

Haromszogenként linearis fv. —
satorfliggvények lin. kombinaciéja:

u(x) =~ Z uipi(x)

)G

@ De linearis fiiggvényre trividlisan Au = 0...



A Dirichlet-energia

o Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Fiiggvény valtozasa = Gradiens hossznégyzete integralva
/ IVF]? dQ — min.
Q

Dirichlet-energia — Laplace-egyenlet megoldasa minimalizalja:

Ep[f] = / |Vf]? dQ — min. & Af =0
Q




Dirichlet-energia haromszoghaléra

@ Dirichlet-energia:

Ep[f] = /Q IV£|? dQ — min.

o Haromszogenkeént linearis fliggvény
f(x) = > fipi(x) — gradiense konstans:

Ep[fl~ Y Ar|VfP
TeT



Gradiens a haromszogben

@ Linearis interpolacié — baricentrikus koordinatak:
1
Vi(p) = 2 (VAif(v1) + VAxf(v2) + VAsf(v3))

o Teriilet gradiense:

1
VA:-; - Eeié
e Igy a gradiens:
1 f(vl)
VI(T) = A~ [92L3 e3L1 ele] f(v2)
L f(v3)

Gr



Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VA(T)]? = Ar(VF(T)) VA(T)

L [Fw) T [~ (cot f12+cot f31) cot 612 cot O3y F(v1)
= Z f(VQ) cot 01» — (COt 012 +cot 923) cot 023 f(V2)
f(vs) cot 0»3 cot 031 —(cot B3 +cot b31) f(v3)

@ Osszeadva: )
5fTLf — min. < LfF=0

L a korabbi Tutte-matrix kotangens sialyokkal

Z cot 6 +cot 6;; i=i
L, = J &k 2 J
U cot 0 +cot 0);

2 i#J



Mir8l lesz szé

@ Differencialgeometria
@ Belsg (intrinsic) geometria
o Gorbiilet
o Differencialgeometria Haromszdghaldkon
© Leképezések torzitasa
@ Jacobi-matrix
@ Linearis leképezés torzitasa
© Szogtartas
@ Energia
o Diszkretizalas Haromszdghalékon*
@ Hatargdrbe Megkdtése
e [zometria
o ARAP Energia
o Lokalis-Globalis M6dszer
o Inicializalas

© Injektivitas
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Belsé (intrinsic) geometria

@ Differencialgeometria
@ Belsé (intrinsic) geometria



Differencialgeometria
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Belsé (intrinsic) geometria

Bels6 (intrinsic) geometria

o Vizsgaljuk a feliiletet beliilrsl
(mint a feliilet lakéja)

o Feliilet minden pont koriil siknak
(Euklideszinek) tiinik...

@ Rajzoljunk gorbéket a feliileten...
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Belsé (intrinsic) geometria

Erintétér, metrika

@ Minden p pontban értelmezhet&ek a pont
koriili iranyok — érint&sik, T,M
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Erintétér, metrika

@ Minden p pontban értelmezhet&ek a pont
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Belsé (intrinsic) geometria

Erintétér, metrika

Minden p pontban értelmezhetéek a pont
koriili iranyok — érint&sik, T,M

Gorbék szoge — érintévektorok szoge

Gorbék ivhossza — érint8vektorok hossza

Erintévektorok skalarszorzata — metrika
(metrikus tenzor, elsé fundamentalis
forma, stb.):

gp : TpM x T,M —R

(V1,V2) — <V1,V2>
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Belsé (intrinsic) geometria

Erintétér, metrika

Minden p pontban értelmezhetéek a pont
koriili iranyok — érint&sik, T,M

Gorbék szoge — érintévektorok szoge

Gorbék ivhossza — érint8vektorok hossza

Erintévektorok skalarszorzata — metrika
(metrikus tenzor, elsé fundamentalis
forma, stb.):

gp : TpM x T,M —R

(V1,V2) — <V1,V2>

@ A metrika meghatarozza a belsé
geometriat — hosszak, szogek, teriiletek



Differencialgeometria
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Belsé (intrinsic) geometria

Geodetikusok

@ Meghatarozhaté a legrévidebb at
("egyenes") két pont kdzdtt —
geodetikus gorbe
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Belsé (intrinsic) geometria

Geodetikusok

@ Meghatarozhaté a legrévidebb at
("egyenes") két pont kdzdtt —
geodetikus gorbe

@ Gorbe eltérése az egyenestdl —
geodetikus gorbiilet
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@ Differencialgeometria

o Gorbiilet



Differencialgeometria
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Gorbiilet

Parhuzamos eltolas

@ Metrika birtokadban — vektor
parhuzamos eltolasa a feliileten
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@ A sikon trivialis...
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@ A sikon trivialis...

o ... feliileten nem egyértelmii
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Gorbiilet

Parhuzamos eltolas

o Metrika birtokaban — vektor
parhuzamos eltolasa a feliileten

o A sikon trivialis...
o ... feliileten nem egyértelmii

o Otlet: Geodetikussal bezart szog
ugyanaz
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Gorbiilet

Parhuzamos eltolas

o Metrika birtokaban — vektor
parhuzamos eltolasa a feliileten

o A sikon trivialis...
o ... feliileten nem egyértelmii

o Otlet: Geodetikussal bezart szog
ugyanaz



Differencialgeometria
000

Gorbiilet

Parhuzamos eltolas

Metrika birtokaban — vektor
parhuzamos eltolasa a feliileten

A sikon trivialis...

... feliileten nem egyértelmii

Otlet: Geodetikussal bezart szog
ugyanaz

Példa: vektor eltolasa gdmbon
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Gorbiilet

Parhuzamos eltolas a gombaon
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Gorbiilet

Gorbiilet, Theorema Egregium

e Vektor elfordult! — Goérbiilet

o A (gaussi) gorbiilet a metrika
fliggvénye

o Két kiilonb6zs gorbiiletd feliiletre
nem lehet ugyanaz a metrika —
minden leképezés torzit!
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Gorbiilet

Gorbiilet, Theorema Egregium

o Vektor elfordult! — Gorbiilet

o A (gaussi) gorbiilet a metrika
fliggvénye

o Két kiilonb6zs gorbiiletd feliiletre
nem lehet ugyanaz a metrika —
minden leképezés torzit!

o Kovetkezmény: a Foldnek nem
létezik tokéletes térképe —
Theorema Egregium [Gauss,
1848]
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

@ Differencialgeometria

o Differencialgeometria Haromszoéghalokon
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Erintétér, Metrika — Haromszéghalékon

o Haromszdghaldkon: szdgek, tavolsagok — élhosszak
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Erintétér, Metrika — Haromszéghalékon

o Haromszdghaldkon: szdgek, tavolsagok — élhosszak

o Erintstér — haromszogek



o Haromszdghaldkon: szdgek, tavolsagok — élhosszak

o Erintstér — haromszogek

o ErintSvektor-mezé — haromszdgenként konstans
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszogrél a masikra,
sikbahajlitas utan
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Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszogrél a masikra,
sikbahajlitas utan
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszogrél a masikra,
sikbahajlitas utan
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszogrél a masikra,
sikbahajlitas utan

o Csucspontbeli gorbiilet
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Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszogrél a masikra,
sikbahajlitas utan

o Csucspontbeli gorbiilet
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszdgrél a masikra,
sikbahajlitas utan

o Cslcspontbeli gorbiilet —
haromszdglegyez széghibaja:

-— B
K:27r—Za,- Ag#
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Differencialgeometria Haromszdghalékon

Parhuzamos eltolas, Gorbiilet — Haromszoghalokon

@ Parhuzamos eltolas — egyik
haromszdgrél a masikra,
sikbahajlitas utan

o Cslcspontbeli gorbiilet —
haromszdglegyez széghibaja: A
i — K
N S “#
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© Leképezések torzitasa
@ Jacobi-matrix
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Jacobi-matrix

o Pont koriili kis kérnyezetben
minden leképezés linearis L

Inf-




Leképezések torzitasa
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Jacobi-matrix

Jacobi-matrix

o Pont koriili kis kérnyezetben

minden leképezés linearis L
o Kis elmozdulast kis elmozdulasra

képziink — linearisan

Jpf
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Jacobi-matrix

Jacobi-matrix

@ Pont koriili kis kdrnyezetben

minden leképezés linearis f
e Kis elmozdulast kis elmozdulasra

képziink — linearisan
@ Pont koriili lokalis (x, y) es (u, v)

koordinatakban kifejezve:




Leképezések torzitasa
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Jacobi-matrix

Jacobi-matrix

@ Pont koriili kis kdrnyezetben
minden leképezés linearis f

@ Kis elmozdulast kis elmozdulasra
képziink — linearisan

e Pont koriili lokalis (x,y) es (u, v)
koordinatakban kifejezve:

8- B

I

e J,: Jacobi-matrix



Jacobi-matrix

Jacobi-matrix haromszoghalokon

e Haromszdghalokon — haromszogenként linearis leképezés
@ Jacobi-matrix — haromszdgenként konstans
e Haromszdg feletti gradiensbél:

VuT(T)] 1 [L 1 J_] |:u(p1) V(pl)]'

 2A7

u(p2) v(p2)
u(ps) v(p3)

J(T)= [VVT(T) €3 €33 ep

e
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Linearis leképezés torzitasa

© Leképezések torzitasa

@ Linearis leképezés torzitasa
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Linearis leképezés torzitasa

Linearis leképezés torzitasa

o A metrika torzitasa:

19x[> xTJITIx

xTx
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Linearis leképezés torzitasa

Linearis leképezés torzitasa

o A metrika torzitasa:

19x[> xTJITIx
L=

[l xTx Ix

o Egységkor képe ellipszis
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Linearis leképezés torzitasa

Linearis leképezés torzitasa

o A metrika torzitasa:

19x[> xTJITIx

2 = T
X X' X
I . I
o Egységkor képe ellipszis / /\ 5 /
gysegkor képe ellip AN

o Ellipszis tengelyei a
legnagyobb
nyajtas/zsugoritas iranyai:
Omaxy Omin — J
szingularis értékei.
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

o Ideilis eset: J =17
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

o Idealis eset: ||Jx||? = |x||*!
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

T

o Idealis eset: x"JTJIx = x"x
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

o Idealis eset: JTJ =1
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

o Idealis eset: JTJ =1

o Masképp: J legyen forgatomatrix!



Leképezések torzitasa
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

o Idealis eset: JTJ =1
o Masképp: J legyen forgatomatrix!

o Minimalizalt torzitasi mérték:

2
Eor= > At HJTJ _ |H s min.
F
TeT
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Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

Idealis eset: JTJ =1

Masképp: J legyen forgatématrix!

(]

Minimalizalt torzitasi mérték:

(]

2
Eor= > At HJTJ _ |H s min.
F
TeT

Green-Lagrange tenzor — Jacobi-matrix linearis fliggveny =
negyedfoki energial



Leképezések torzitasa
ocoe

Linearis leképezés torzitasa

lzometrikus paraméterezés — 1. kisérlet

Idealis eset: JTJ =1

Masképp: J legyen forgatématrix!

(]

Minimalizalt torzitasi mérték:

(]

2
Eor= > At HJTJ _ |H s min.
F
TeT

Green-Lagrange tenzor — Jacobi-matrix linearis fliggveny =
negyedfoki energial

o Még visszatériink ra...
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Energia

© Szogtartas
@ Energia
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Energia

Szogtartas — Feltétel

o Leképezés legyen szogtartd (konform)
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Szogtartas — Feltétel

o Leképezés legyen szogtartd (konform)
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Szogtartas
oceo

Energia

Szogtartas — Feltétel

o Leképezés legyen szogtartd (konform)

o Kort (kisebb vagy nagyobb) korre képez

@ Szogtartas — (lokalis) hasonlésag — forgatas +
skalazas:

VuT cosp —sing a —b
J = T = r . =
Vv sing  cosp b a

< )



Energia

Szogtartas — Energia

e J sorai (Vu- es Vv) mer6legesek egymasra es egyenlé hossziak
o Legkisebb négyzetes értelemben teljesiiljon:

2

— min.
F

0 -1
1 0

va- |} e
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

© Szogtartas

o Diszkretizalas Haromszéghaldkon*
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:
Econf.(ua V)‘T = HVU - VVL

’2
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:
Econt.(u, V)| 7 = (Vu— VvH) T (Vu - V)
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)’T =Vu'Vu+Vv' Vv -2vVuTvvt
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| = || Vu|]* + || V][> =2 (Vu) T Vv*

g

Dirichlet
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| = |Vul]> + [|VV][* =2 (Vu)TVvE

—_—
Dirichlet |Vul||Vv| cos(+90°)
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| = [|Vul]® + [|Vv[[* =2 (Vu) TVv*

VT Vv
Dirichlet [Vul|Vv]|sin(¢)
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| 7 = [|[Vul]® + | V| =2 (Vu) TVt

Dirichlet VuxVv
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| 7 = [ Vull®> + |Vv]? —2(Vu)TVv+

Dirichlet ATt
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| 7 = [ Vull®> + |Vv]? —2(Vu)TVv+

Dirichlet ATt

@ Haromszdghalékon — Vu = Gu, Vv = Gv:

Eeont.(u,V)|; =u" G'Gu+v G'Gv—[u v]??? H
L L v
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Haromszoghalokon™®

o Kifejtve:

Econt.(u, V)| 7 = [ Vull®> + |Vv]? —2(Vu)TVv+

Dirichlet ATt

@ Haromszdghalékon — Vu = Gu, Vv = Gv:
Eeont.(u,V)|; =u" G'Gu+v G'Gv—[u v]??? H
L L v

o L — kotangens Laplace-matrix:

E cot@y+cotfy; - _
L. — ki 2 =1
y cot 0;+cot 0 . .
Sttty iy

2



Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Ujjgyakorlat*

up — u
Vo — V1

der|

(u,v1)

uz —n
vV — V1

Szogtartas
00800000000

(u3,v3)

(u2,v2)

]):[Ul u u3 Vvi W V3]AT

u1
u2
u3
Vi
V2

V3]
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Ujjgyakorlat*

" us u3 1% %] V3
uy i 1 P 1 -
uz By 1 1
1 -1
Ar="
T= -1 1
%] 1 N 1
vi L — 1 1 ]
(4, v4) Uz, v3)

(un, 1)

(ug,v2)

Mi torténik két szomszédos haromszdgre? Ajoz + Az = ...



Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Ujjgyakorlat*

A1z + Az =

u
up
us
us
vi
v2
v3

7}

Szogtartas
00008000000

u up u3 us
-1 0 1
1 —1
0 1 -1
—1 1

(g, v1)
u3, v3)

(u1,v1)

(u2,v2)

v3
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

o Minimalizalt energia:

Econt.(u,v) =u’Lu+v'Lv — u v]A [\ﬂ
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

o Minimalizalt energia:

Econt. (u,v) = [u V] [L L] m -l "]Am
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

@ Minimalizalt energia:

Econt.(u,v) = [u v] ([L J _A> m

—_———
Lc
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

o Minimalizalt energia:

Econt.(u,v) = [u v]Lc [:]
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

o Minimalizalt energia:
u
Econf.(uyv) - [U V] LC |:V:|

o Minimalizalas utan:
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Egyenletrendszer*®

o Minimalizalt energia:
u
Econf.(uyv) - [U V] LC |:V:|

o Minimalizalas utan:

Lc M =0

o L — diszkrét (kotangens) Laplace-matrix, Neumann peremfeltétellel:

—(cot 8j; + cot 0)) i#jii,j <|V| vagy i,j > |V|
Deyes;(cotbyj +cotfy) i=jii,j<[|V| vagyi,j>1|V|
i <|V|;ij>[V|;ej€0E
1 P> V]ij< Ve € 08

Lj =

—
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Peremfeltételek™

o Diszkrét Laplace-egyenlet (Af = 0) — Neumann-peremfeltétellel
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Peremfeltételek™

o Diszkrét Laplace-egyenlet (Af = 0) — Neumann-peremfeltétellel
@ Homogeén egyenletrendszer — végtelen sok megoldas!
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Peremfeltételek™

o Diszkrét Laplace-egyenlet (Af = 0) — Neumann-peremfeltétellel
@ Homogeén egyenletrendszer — végtelen sok megoldas!

o Masképpen — szigtartas esetén négy szabadsagi fok: u — v eltolas,
forgatas, skalazas = 2 pont (2 x 2 koordinata) lerogzitése
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Peremfeltételek™

o Diszkrét Laplace-egyenlet (Af = 0) — Neumann-peremfeltétellel
@ Homogeén egyenletrendszer — végtelen sok megoldas!

o Masképpen — szigtartas esetén négy szabadsagi fok: u — v eltolas,
forgatas, skalazas = 2 pont (2 x 2 koordinata) lerogzitése

@ Probléma: az eredmény fiigg a valasztott pontoktdl!
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

*

Szogtarté Paraméterezés — Sajatvektor-alapt Médszer

Mi a feladat?

Ec(u,v)=[u v]Lc m — min.

L¢ legkisebb (nem-0) sajatvektora minimalizalja Ec-t a
HXH2 =1,e"x = 0 kenyszerek mellett (e = [1---1]) .

Szemlelet: parameterezett halo sulypontja az origoban, tehetetlensegi
nyomateka 1.

Inverz Hatvany-modszerrel: x;,1 = L-'x; — Egyszer pl.
Cholesky-faktorizaljuk L¢-t es iterativan visszahelyettesitunk
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Eredmények
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Kapcsolat a Komplex Fiiggvényekkel — Konyvajanlé

)
il
Tristan Needham
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Diszkretizalas Haromszdghalékon*

Szogtarté Paraméterezés — Mas Modszerek*

f(x)= iw,(ai -a’)’ = min.
sy -m=0 AN
S -2 =0 X

ﬁsin(ﬁ,)—nsin(y,):o %

Szégek

Kpx. Kett8sviszony

4

\: = v

Hiperbolikus Geometria

Gorbiiletfolyam
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© Szogtartas

@ Hatargdrbe Megkdtése
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Hatargdrbe Megkdtése

Mi is van a hatargorbével?

Riemann Uniformizaciés Tétel

Barmely egyszeresen osszefiiggé feliiletdarab
sikba terithet8 szogtarté médon
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Hatargdrbe Megkdtése

Mi is van a hatargorbével?

Riemann Uniformizaciés Tétel

Barmely egyszeresen osszefiiggé feliiletdarab

sikba teritheté szogtarté médon — —
Riemann Leképezési Tétel @@
A sik barmely két egyszeresen 6sszefiiggd A\ \ >)
tartomanya kozott létezik szogtarto leképezés.

|

1
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Hatargdrbe Megkdtése

Mi is van a hatargorbével?

Riemann Uniformizaciés Tétel

Barmely egyszeresen osszefiiggé feliiletdarab
sikba terithet8 szogtarté médon

Riemann Leképezési Tétel

A sik barmely két egyszeresen 6sszefiiggd
tartomanya kozott létezik szogtarto leképezés.

Kovetkezmény

A korabbi médszerrel kiadédott hatargorbe a
diszkretizacié fliggvénye!

“E




Szogtartas
Hatargdrbe Megkdtése

O0@000000

Uj médszer: Boundary First Flattening (BFF) — DEMO!

minimal area
distortion
A d‘*\‘
.
U e u
-
target shape
sy
)
1 1
< 3
- - \ R 3
N o o™ T € "y
L 4
X y
Pt \\\ 4
Fh |}

——
sharp corners
= o
- L i'm
i LR 2

cone
direct editing

singularities

R. Sawhney, K. Crane. "Boundary First Flattening". ACM ToG 37(1), 2017.
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Hatargdrbe Megkdtése

Skalatényezék és Peremfeltételek

@ Szogtartds <= Forgatas & nyajtas — Logaritmikus skalatényezé:
u:M—=R, |epew| = € |eod]
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Hatargdrbe Megkdtése

Skalatényezék és Peremfeltételek

@ Szogtartds <= Forgatas & nyajtas — Logaritmikus skalatényezé:
u:M—=R, |epew| = € |eod]
o A feliilet belsejében:

Au=—-K (Liouville-egyenlet)
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Hatargdrbe Megkdtése

Skalatényezék és Peremfeltételek

@ Szogtartds <= Forgatas & nyajtas — Logaritmikus skalatényezé:
u:M—=R, |epew| = € |eod]
o A feliilet belsejében:

Au=—-K (Liouville-egyenlet)

@ A hatargdrbe mentén:

ou .
= = Kold — €"Knew (Cherrier-egyenlet)

on
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Hatargdrbe Megkdtése

Skalatényezék és Peremfeltételek

@ Szogtartds <= Forgatas & nyajtas — Logaritmikus skalatényezé:
u:M—=R, |epew| = € |eod]
o A feliilet belsejében:

Au=—-K (Liouville-egyenlet)
@ A hatargdrbe mentén:
0 .
8—:" = Kold — €”Knew (Cherrier-egyenlet)

e Szogtartas = Hatargorbe gorbiilet- és ivhossz-eloszlasa nem fiiggetlen!

Poisson—egyenlet
u :
Poisson—egyenlet
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Hatargdrbe Megkdtése

Skalatényezék és Peremfeltételek

@ Szogtartds <= Forgatas & nyajtas — Logaritmikus skalatényezé:
u:M—=R, |epew| = € |eod]
o A feliilet belsejében:

Au=—-K (Liouville-egyenlet)
@ A hatargdrbe mentén:
0 .
8—:" = Kold — €”Knew (Cherrier-egyenlet)

e Szogtartas = Hatargorbe gorbiilet- és ivhossz-eloszlasa nem fiiggetlen!

Poisson—egyenlet
u :
Poisson—egyenlet

o u =0 - legkisebb teriilettorzitas!
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Hatargdrbe Megkdtése

BFF Algoritmus

® <
! o

\ - % ;T~ Au=0
R @ N
e N@ o

Szamitasigény ~ Tutte!
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Hatargdrbe Megkdtése

Erdekesség: Optimalis Vagégorbek*

Feliilet felvagasa minimalis torzitassal sikbateritheté darabokra — a leképezést
nem kell kiszamitani, csak az u skalatényezét!

Dbt ""Mﬁ

™
e

N. Sharp, K. Crane. "Variational Surface Cutting". ACM ToG 37(4), 2018.

https://www.cs.cmu.edu/ kmcrane/Projects/VariationalCuts/


https://www.cs.cmu.edu/~kmcrane/Projects/VariationalCuts/
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Hatargdrbe Megkdtése

Harmonikus vs. Szogtartas
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Hatargdrbe Megkdtése

Harmonikus vs. Szogtartas

S
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Hatargdrbe Megkdtése

Terulettorzitas?
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@ 'zometria
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Terulettartas?

o Es ha a haromszdgek teriiletet akarjuk megérizni?
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e Fix hatarral sem egyértelmii! (Osszenyomhatatlan folyadék aramlasa)



lzometria

Terulettartas?

o Es ha a haromszdgek teriiletet akarjuk megérizni?

e Fix hatarral sem egyértelmii! (Osszenyomhatatlan folyadék aramlasa)

o Teriilet + Szdgtartas —> lzometria!
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ARAP Energia

@ 'zometria
o ARAP Energia
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ARAP Energia

lzometrikus paraméterezés — 2. kisérlet

o lzometria — J legyen forgatématrix:
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o lzometria — J legyen forgatématrix:

JTy=1
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ARAP Energia

lzometrikus paraméterezés — 2. kisérlet

o lzometria — J legyen forgatématrix:
JTI=1

J— |os¥ —singp
~ |sinp  cosp

R
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ARAP Energia

lzometrikus paraméterezés — 2. kisérlet

o lzometria — J legyen forgatématrix:
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ARAP Energia

lzometrikus paraméterezés — 2. kisérlet

o lzometria — J legyen forgatématrix:
JTy=1
J=R

o Legkisebb négyzetes értelemben teljesiiljon — As-Rigid-As-Possible
(ARAP) energia:

Earap = Z A7 |J7 = R7||Z — min.
TeT

ahol Rt a Jr-hez legkozelebbi forgatématrix:

a b
= = 777
JT |:C d:| :>RT
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ARAP Energia

Ujjgyakorlat

@ Jacobi-matrix:

o Legkodzelebbi hasonlésag:

o Eltérést minimalizaljuk:
E(e,f)=[ld = S|F = (a—e)*+(b—F)*+(c—(—F))*+(d —e)* - min.

@ Szamitsuk ki:

OE(e,f) -
9e =0=e=...
OE(e.f) g

of



lzometria
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ARAP Energia

Ujjgyakorlat

o Jacobi-matrix;

a b
=[2 4
o Legkozelebbi hasonlésag:
e f
=15
@ Szamitsuk ki:
OE(e,f) _a+d
de 0=e= 2
OE(e,f) _b-c
“or 07 =3

o Legkozelebbi forgatématrix (segitség: det R = 11):
S=rR=R= 1S
r

r=...
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ARAP Energia

Ujjgyakorlat

o Jacobi-matrix;

a b
=[2 4
o Legkozelebbi hasonlosag:
e f
=15
@ Szamitsuk ki:
OE(e,f) _a+d
de 0=e= 2
OE(e,f) _b-c
“or 07 =3

o Legkozelebbi forgatomatrix (segitseg: det R = 11):
S=rR=R= 1S
r
r = +vdet S



lzometria
0000080

ARAP Energia

lzometrikus paraméterezés — 2. kisérlet

o lzometria — J legyen forgatématrix:
JTy=1
J=R

o Legkisebb négyzetes értelemben teljesiiljon — As-Rigid-As-Possible
(ARAP) energia:

EARAP = Z AT ||JT — RTH% — min.
TeT

ahol Rt a Jy-hez legkdzelebbi forgatématrix:

X L B

Jr = =>Rr= ——

= a2
St

@ Bonyolult fiiggvénye az ismeretleneknek — nehéz direkt optimalizalni...
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszogenként) szamithatd
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszogenként) szamithatd
@ Ha fixaljuk R-t:
Earar = |[J - R}
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszogenként) szamithatd

o Ha fixaljuk R-t:
E _[[veT _ RI
ARAP = VVT RZ’
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

vuT R
uae = | [o7] - [R1]

= [IVu = Ru|* +[IVv — Ry |

F
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

Vul RT

@ Tehat u es v ismét kilon kezelhets!

2
= [IVu = Ru|* +[IVv — Ry |

F
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

Vul RT

@ Tehat u es v ismét kilon kezelhets!

2
= [IVu = Ru|* +[IVv — Ry |
F

o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:

Vu— RUH2 = ||Gu — RUH2 =
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

Vul RT

@ Tehat u es v ismét kilon kezelhets!

2
= [IVu = Ru|* +[IVv — Ry |

F

o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:

|[Vu—Ry|?=]Gu—R,[?=u"G"Gu—2(G"R)"u
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszogenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

Y RT
Earap = v, 7| T IRT

o Tehat u es v ismét kiilon kezelhets!

2
= IV = Ry|* +[|Vv = Ry
F

o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:

|IVu—Ry?>=Gu—R,?*=u"G"Gu—-2(G'R,)"u
~—~— —_————
L dTurdiv R,
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:

\V4 T RT
- [[7)-

@ Tehat u es v ismét kilon kezelhets!

2
= [IVu = Ru|* +[IVv — Ry |
F

o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:

[Vu—Ry|*>=]Gu—R,[*?=u"Lu—2d]u
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:
_[[vul R, ? _ 2 2
Earapr = H [VVT] - [RVT L IVu—Ry||”+ |[Vv =Ry
@ Tehat u es v ismét kiilon kezelhetd!
o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:
[Vu—Ry|*>=]Gu—R,[*?=u"Lu—2d]u
@ Derivalas utan:
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ARAP Energia

Paraméterezés lllesztése Forgatomatrixokra

e Ha fixaljuk J-t, R egyszeriien (haromszdgenként) szamithaté
e Ha fixaljuk R-t:
vuTl  [RIT| 2 2
Eaae = ||gor| = [RF] | = 170 RuR+ 19V R
@ Tehat u es v ismét kiilon kezelhetd!
o Felidézve, hogy pl. Vu = Gu:
[Vu—Ry|*>=]Gu—R,[*?=u"Lu—2d]u

@ Derivalas utan:

Lu=d,

Lv=d,

o Poisson-egyenletek — Af = g
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@ Lokalis-Globalis Médszer
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o Lokalis-globalis médszer. ha az energia egyik tagjat lefixaljuk, a
probléma egyszeriisédik:



lzometria
oce

Lokalis-Globalis Médszer
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Earap(T) = |[J7 — R7||2

o Lokalis-globalis médszer. ha az energia egyik tagjat lefixaljuk, a
probléma egyszeriisédik:
o Fix leképezéshez keresiink idealis . haromszdgenkent
szamithat6 = lokalis fazis
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Lokalis-Globalis Médszer

ARAP — Lokalis-Globalis Mddszer

Earap(T) = ||J7 — Ry|2

o Lokalis-globalis médszer. ha az energia egyik tagjat lefixaljuk, a
probléma egyszeriisédik:

o Fix leképezéshez keresiink idealis . haromszégenkent
szamithat6 = lokalis fazis
e Fix forgatasokhoz illesztiink egy : Poisson-egyenletek a

csticspontok koordinataira = globalis fazis:

Lu=d,
Lv=d,

L konstans kotangens Laplace-matrix, d,,d, a forgatématrix sorainak
divergenciai
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@ Hogyan inditjuk el az iteracidkat?

o Egy lehetéség: egy masik paraméterezésbdl (Tutte, Konform)
inicializaljuk a Jacobi-matrixokat
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ARAP Paraméterezés — Inicializalas

@ Hogyan inditjuk el az iteraciokat?
o Egy lehetéség: egy masik paraméterezésbdl (Tutte, Konform)

inicializaljuk a Jacobi-matrixokat
@ Jobb valasztas: inicializaljuk a forgatématrixokat!

3D Mesh
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ARAP Paraméterezés — Inicializalas

@ Hogyan inditjuk el az iteraciokat?

o Egy lehetéség: egy masik paraméterezésbdl (Tutte, Konform)
inicializaljuk a Jacobi-matrixokat

@ Jobb valasztas: inicializaljuk a forgatématrixokat!

3D Mesh Step 1
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Inicializalas

ARAP Paraméterezés — Inicializalas

@ Hogyan inditjuk el az iteraciokat?

o Egy lehetSség: egy masik paraméterezésbdl (Tutte, Konform)
inicializaljuk a Jacobi-matrixokat

@ Jobb valasztas: inicializaljuk a forgatématrixokat!

3D Mesh Step 1 Step 2
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ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas
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Inicializalas

ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas

@ Lapitsuk ki a halét haromszogenként egy feszitéfa mentén...
@ Probléma: gaussi gorbiilet < szdghibal

o Megoldas: osszuk el egyenletesen a haromszoglegyezék gorbiiletét extra
forgatasokkal
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ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas

@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:

Z wij = K,

ejj Egpl-
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Cw =K



lzometria

Inicializalas

ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas

@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:

Z wij = K,

e,'jchpl-
@ Alulhatarozott linearis rendszer a forgatasi szégekre:
Cw =K

o Legkevesebb forgatas — Zwi = ||w||* = min. — legkisebb normaju
megoldas:

w=CT(cCcT) K
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@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:
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e,'jchpl-
@ Alulhatarozott linearis rendszer a forgatasi szégekre:
Cw =K

o Legkevesebb forgatas — Zwi = ||w||* = min. — legkisebb normaju
megoldas:

w=CT(cCcT) K

o A szogek birtokaban a korabbi fabejarassal megkapjuk a
forgatomatrixokat!
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@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:

Z wij = K,

e,'jchpl-
@ Alulhatarozott linearis rendszer a forgatasi szégekre:
Cw =K

o Legkevesebb forgatas — Zwi = ||w||* = min. — legkisebb normaju
megoldas:

w=CT(cCcT) K

o A szogek birtokaban a korabbi fabejarassal megkapjuk a
forgatomatrixokat!
o Tehat 2 linearis rendszert kell megoldani az ARAP paraméterezéshez:
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ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas

@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:

Z wij = K,

e,'jchpl-
@ Alulhatarozott linearis rendszer a forgatasi szégekre:
Cw =K

o Legkevesebb forgatas — Zwi = ||w||* = min. — legkisebb normaju
megoldas:

w=CT(cCcT) K

o A szogek birtokaban a korabbi fabejarassal megkapjuk a
forgatomatrixokat!
o Tehat 2 linearis rendszert kell megoldani az ARAP paraméterezéshez:
o Egy alulhatarozott rendszert a forgatématrixokhoz
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ARAP Paraméterezés — Forgatémezé Inicializalas

@ Minden cslcspontra egy lineéris egyenlet a forgatasi szogekre:

Z wij = K,

e,'jchpl-
@ Alulhatarozott linearis rendszer a forgatasi szégekre:
Cw =K

o Legkevesebb forgatas — Zwi = ||w||* = min. — legkisebb normaju
megoldas:

w=CT(cCcT) K

o A szogek birtokaban a korabbi fabejarassal megkapjuk a
forgatomatrixokat!
o Tehat 2 linearis rendszert kell megoldani az ARAP paraméterezéshez:
o Egy alulhatarozott rendszert a forgatématrixokhoz
o Egy Poisson-egyenletet (kotangens-Laplace egyiitthatématrix) az u — v
koordinatakhoz
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ARAP Paraméterezés — Eredmények
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Inicializalas

Kapcsolat a vektormezsékkel

o Ertelmezziik a forgatématrixok sorait egység
hosszt vektorokként (iranyokként):

[cos @ —sin (p:| [Ru}
R — . =
singp  cos R,

&

R,
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Inicializalas

Kapcsolat a vektormezsékkel

o Ertelmezziik a forgatématrixok sorait egység
hosszt vektorokként (iranyokként):

[cos @ —sin (p:| [Ru}
R — . =
singp  cos R,

o Elég az egyik vektor — haromszogenként konstans /
vektormezé (iranymezé)
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Inicializalas

Kapcsolat a vektormezsékkel

o Ertelmezziik a forgatématrixok sorait egység
hosszt vektorokként (iranyokként):

[cos @ —sin (p:| [Ru}
R — . =
singp  cos R,

o Elég az egyik vektor — haromszogenként konstans /
vektormezé (iranymezé)
@ Legsimabb forgatasmezé = legsimabb /Ru

(legkevesebbet forgs) iranymezs!
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Inicializalas

Kapcsolat a vektormezsékkel

o Ertelmezziik a forgatématrixok sorait egység
hosszt vektorokként (iranyokként):

[cos @ —sin (p:| [Ru}
R — . =
singp  cos R,

o Elég az egyik vektor — haromszogenként konstans
vektormezé (iranymezé)

o Legsimabb forgatasmez8 = legsimabb M
(legkevesebbet forgs) iranymezs!

o Osszevarras = gradiens-illesztés:

> A7 |Vu—Ry|? - min.
TeT
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e Csak a Tutte-mddszer biztositja, hogy a
haromszogek nem fordulnak at!
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Lokalis injektivitas

@ Csak a Tutte-mdédszer biztositja, hogy a
haromszdgek nem fordulnak at!
o Heurisztikak:

o lterativ silyozas
o Energia simitas

o Garantalt médszerek:
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Lokalis injektivitas

@ Csak a Tutte-mdédszer biztositja, hogy a
haromszdgek nem fordulnak at!
o Heurisztikak:

o lterativ silyozas :
o Energia simitas :

o Garantalt médszerek:

o Haromszdg atfordulni késziil = E — oo
(belsépont médszer)
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Lokalis injektivitas

@ Csak a Tutte-mdédszer biztositja, hogy a
haromszdgek nem fordulnak at!
o Heurisztikak:

o lterativ silyozas :
o Energia simitas :

e Garantalt médszerek:
o Haromszdg atfordulni késziil = E — oo
(belsépont médszer)
o Magas fokd, nem-konvex energidk —
gradient descent, Newton mddszer, . ..




Injektivitas




Injektivitas

Globalis Injektivitas [Smith-Schaefer, 2015]

@ Ha egy haromszog sem fordul at, a
hatargdrbe még atmetszheti magat...
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e Otlet: hatarpontok altal alkotott virtualis
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Globalis Injektivitas [Smith-Schaefer, 2015]

e Ha egy haromszog sem fordul at, a
hatargdrbe még atmetszheti magat...

o Otlet: hatarpontok altal alkotott virtualis
haromszogek atfordulasat vizsgaljuk!

o Térbeli hash-sel nagyon hatékony iterativ
algoritmus!
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Robusztussag — Animacid!
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Kitekintés: (kotangens) Laplace mindeniitt

Statika
Szegmentalas Tavolsagszamitas



Koszonom a figyelmet!
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