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Paraméteres feluletek: 2D — 3D
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Feladat

Feladat: 3D Haromszéghalé — 2D Haromszoghalé
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Feladat

Feladat: 3D Haromszéghalé — 2D Haromszoghalé
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@ Alkalmazasok
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Text(irazas

[Lévy et al. 2002]



Bevezetés
00@00000

Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Feluletillesztés

>

Paraméterezés

Illesztett B-Spline
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Négyszoghalé-generalas

[Bommes et al., 2009]
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Ujrahalézas

[Alliez et al., 2003]
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Feliiletek extrapolalasa

[Lévy, 2003]
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Leképezes feliiletek kozott

f=¥1led
7

3
@@

[Aigerman-Poranne, 2016]
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Alkalmazasok

Paraméterezés alkalmazasai: Konvolicié, "Deep Learning"
feltileteken

[Maron et al., 2017]
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@ Bevezetés

o Kovetelmeények
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Kévetelmények

Paraméterezés kovetelményei: Egyértelmiiség

o A leképezés legyen 1-1 (injektiv) — haromszoghaldkra:

©(3)

3
(%2}
/\ )
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»(2)
Lokalis injektivitas
(Haromszogek nem fordulnak at.)
Globalis injektivitas
(Hatargdrbe nem metszi 6nmagat.)
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Kévetelmények

Paraméterezés kovetelményei: Egyértelmiiség

o A leképezés legyen 1-1 (injektiv) — haromszoghaldkra:

Lokalis injektivitas
(Haromszogek nem fordulnak at.)

Globalis injektivitas
(Hatargdrbe nem metszi 6nmagat.)
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Kévetelmények

Paraméterezés kovetelményei: Egyértelmiiség

o A leképezés legyen 1-1 (injektiv) — haromszoghaldkra:

Lokalis injektivitas
(Haromszogek nem fordulnak at.)

Globalis injektivitas
(Hatargdrbe nem metszi 6nmagat.)
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Kévetelmények

Paraméterezés kovetelményei: Torzitas

o Régi hagyomanyok:
térképészet

o Minden térkép torzit!
Differencialgeometriai
tétel

o Kompromisszumot kell
kotni — torzitasi
mérték
minimalizalasa

Teriilettarté

Szdgtart6 (Mercator)
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Kévetelmények

Paraméterezés kovetelményei: Kényszerek
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Kévetelmények

A kovetkez8 el6adas tartalmabdl...

@ Differencialgeometria alapok
o Belsd geometria, érintétér, metrika
o Gorbiilet — Theorema Egregium
© Leképezések torzitasa
o Jacobi-matrix
o Szingularis értékek
© Szigtarté paraméterezés

o Konform energia
o Hatargdrbe megkdtése: Boundary-First Flattening (BFF)

@ lzometrikus paraméterezés (ARAP)

o ARAP-energia

o Lokalis-Globalis médszer, forgatémezé-inicializalas
© Injektivitas biztositasa

o Heurisztikak: silyozas, energiasimitas

o Bels6pont-médszer
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Alapétlet

© Tutte modszere
o Alapdtlet
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Alapétlet

Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: erék ésszege 0
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Alapétlet

Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: ersk dsszege 0

°Api=[5{

]

] pontban:

> ki(pi—pj) =0

P;EEp;
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Alapétlet

Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: ersk dsszege 0

o Ap;= [5’] pontban:

(> ki)pi— > kipj =0

p;EEp; p;EEp;
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Alapétlet

Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: ersk dsszege 0

o Ap;= [5’] pontban:

(> ki)pi— > kipj =0

p;EEp; p;EEp;

e Linearis egyenletrendszer az u, v koordinatakra:
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Alapétlet

Tutte médszere — Egyenletrendszer

o Egyensily feltétele: ersk dsszege 0

o Ap;= [5’] pontban:

(> ki)pi— > kipj =0

p;EEp; p;EEp;

e Linearis egyenletrendszer az u, v koordinatakra:

Lu=0

Lv=0

L }::k;él k)k I=J

j = . .
—kij i#J

@ Hatargoérbe fix — nincs ra egyenlet, atkeriil a jobboldalra
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Tutte médszere — Megoldas, az injektivitas feltétele

e Szimmetrikus, pozitiv-definit egyenletrendszer —
Megoldas: CG, Cholesky — Ritka, O(n)
skalazédik (200000 A ~ 1 sec.(!))



Tutte médszere
ocooe

Alapétlet

Tutte médszere — Megoldas, az injektivitas feltétele

e Szimmetrikus, pozitiv-definit egyenletrendszer —
Megoldas: CG, Cholesky — Ritka, O(n)
skalazédik (200000 A ~ 1 sec.(!))

e Tutte: "How to Draw a Graph" (1963) — ha
teljesiil, hogy:

akkor, az egyenletrendszer megoldasa egy
injektiv leképezés.

W.T. Tutte (1917-2002)
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Alapétlet

Tutte médszere — Megoldas, az injektivitas feltétele

e Szimmetrikus, pozitiv-definit egyenletrendszer —
Megoldas: CG, Cholesky — Ritka, O(n)
skalazédik (200000 A ~ 1 sec.(!))

e Tutte: "How to Draw a Graph" (1963) — ha
teljesiil, hogy:

e a hatargorbe képe konvex poligon

akkor, az egyenletrendszer megoldasa egy
injektiv leképezés.

W.T. Tutte (1917-2002)
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Alapétlet

Tutte médszere — Megoldas, az injektivitas feltétele

e Szimmetrikus, pozitiv-definit egyenletrendszer —
Megoldas: CG, Cholesky — Ritka, O(n)
skalazédik (200000 A ~ 1 sec.(!))

e Tutte: "How to Draw a Graph" (1963) — ha
teljesiil, hogy:

e a hatargorbe képe konvex poligon

o a rugdallanddk pozitivak: ki > 0
akkor, az egyenletrendszer megoldasa egy
injektiv leképezés.

W.T. Tutte (1917-2002)
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

© Tutte modszere

@ Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens stlyok
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

o Milyen rugéallandékat valasszunk?
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

o Milyen rugéallandékat valasszunk?

o Legegyszeriibb valasztas: uniform

kj=1
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o Legegyszeriibb valasztas:
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

@ Milyen rugéallandékat valasszunk?

o Legegyszeriibb valasztas: uniform

kj=1
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

@ Milyen rugéallandékat valasszunk?

o Legegyszeriibb valasztas: uniform
kj=1

e Nagy torzitas!
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Milyen rugéallandékat valasszunk?

Legegyszer(ibb valasztas: uniform

kj=1

Nagy torzitas!

Mit valaszthatunk még?
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat

k1o = 1.0, ki3 =1.0
k14 = ]..O, k15 =1.0
Py = P2, P3 = P3
P4 = Pa, Ps = Ps

(ki2 + kiz + kia + ki5)p] — ki12pP5 — k13p5 — k1apy — kisps = 0
/
pl = ...
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat

k12 = 1.0, k13 =1.0
k14 - 1.0, k15 =1.0
Py = p2, p3 = P3
P4 = Pa, P5 = Ps

4p1 — Py —P3 — Py —P5 =0

, Pyt P3Pl P
P1 = 2 =

o O O
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat
-1 1
p5 = { 1 } Py = M
kip = 1.0, kis = 1.0
kis = 1.0, kis = 1.0 0
Py~
k
P2 = P2, P3 = P3
pil- = P4, p/5 =Ps5 -1 1
a (T w- [

4p1 — Py —P3 — Py —P5 =0

0
, Py Pyt Pyt Ps
0
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:

> kij(pi—pj) =0,

pjegp,'
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:

> kij(pi—pj) =0,

pjegp,'
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:
> kij(pi—pj) =0,
pjegp,'
12

i

° kj= o]

o Forgassuk el 90 fokkal...
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:

> kij(pi—pj) =0,

pjegp,'

_ Fi

* iy

o Forgassuk el 90 fokkal...
@ Dualis hal6 (Id. Delaunay-Voronoi):
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:
> kij(pi—pj) =0,
pjegp,'
12

i

° kj= o]

o Forgassuk el 90 fokkal...
@ Dualis hal6 (Id. Delaunay-Voronoi):
o Csitics — Dualis Lap
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:
> kij(pi—pj) =0,
pjegp,'
12

i

° kj= o]

o Forgassuk el 90 fokkal...
@ Dualis hal6 (Id. Delaunay-Voronoi):

o Csitics — Dualis Lap
o El — Dualis El
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:
> kij(pi—pj) =0,
pjegp,'
12

i

° kj= o]

o Forgassuk el 90 fokkal...

@ Dualis hal6 (Id. Delaunay-Voronoi):
o Csitics — Dualis Lap
o El — Dualis El
o Lap — Dualis Csics
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Dualis halok

@ Erdk osszege 0:

> kij(pi—pj) =0,
pjegp,'
[Fi
e
Forgassuk el 90 fokkal...
Dualis halé (Id. Delaunay-Voronoi):
o Csitics — Dualis Lap
o El — Dualis El
o Lap — Dualis Csics

° kj=

Megforditva a logikat:

_|xej]

eyl

kij
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Voronoi dualis, kotangens formula

@ Voronoi dualis: duélis cstics =
koriilirhaté kor kdzéppontja
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Voronoi dualis, kotangens formula

@ Voronoi duélis: dualis csiics =
koriilirhaté kor kdzéppontja

e Rugdallandéra zart képlet elemi P,
geometriabél

cot 0;4cot 0
2
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Voronoi dualis, kotangens formula

@ Voronoi dualis: dualis cstics =
koriilirhaté kor kdzéppontja

e Rugdallandéra zart képlet elemi P,
geometriabél

o Kotangens formula, "diszkrét
harmonikus" rugéallandé

cot 0;4cot 0
2
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Voronoi dualis, kotangens formula

Pj
@ Voronoi duélis: dualis cstcs =
koriilirhaté kér kdzéppontja
@ Rugéallandéra zart képlet elemi
geometriabél
@ Kotangens formula, "diszkrét
harmonikus" rugoéallandé

@ Jobb, mint az uniform... cot 0, +cot 0,
2
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Voronoi dualis, kotangens formula

@ Voronoi dualis: duélis cstics =
koriilirhaté kor kdzéppontja

e Rugdallandéra zart képlet elemi P,
geometriabél

o Kotangens formula, "diszkrét
harmonikus" rugéallandé

@ Jobb, mint az uniform...

@ ... de, ha a hal6 nem-Delaunay:

cot 0;4cot 0
2

akkor kjj < 0 és a haromszogek
atfordulhatnak!
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat

cot 015 = 0.2425, cotfy; = —1.4142
cot 013 = 2.8284, cot 31 = 0.4472
cot 014 = 0.4472, cot 41 = 2.8284
cotfy5 = —1.4142, cotfs; = 0.2425

= (cot b2 + cotbr1)/2 =...
k13 = (cotfi3 +cotbz)/2 =...
kia = (cotbia + cotba1)/2 =...
kis = (cotfis +cotbs1)/2 =...
ks = kio + ki3 + kia + kis = ...

kspy — ki2pPs — ki3p3 — kiapy — kisps = 0
/
pl = ...
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat

cot 015 = 0.2425, cotfy; = —1.4142
cot 013 = 2.8284, cot 31 = 0.4472
cot 014 = 0.4472, cot 41 = 2.8284
cotfy5 = —1.4142, cotfs; = 0.2425

= (cotfip + cotby)/2 = —0.59
k13 = (cot 013 + cot31)/2 =164 .- F} - [fl}
kis = (cot 14 + cot 041)/2 =1.64 ' '
kis = (cotf15 + cotfs1)/2 = —0.59
ks = k12 + k13 + kia + k1s =21

p; =(2.1100)
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Ujjgyakorlat

cot 015 = 0.2425, cotfy; = —1.4142
cot 013 = 2.8284, cot 31 = 0.4472
cot 014 = 0.4472, cot 41 = 2.8284
cotfy5 = —1.4142, cotfs; = 0.2425

= (cotfip + cotby)/2 = —0.59
k13 = (cot b3 + cotb31)/2 =1.64
kis = (cot 14 + cot 041)/2 =1.64
kis = (cotf15 + cotfs1)/2 = —0.59

ks = k12 + k13 + kia + k1s =21

p; =(2.1100)
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Salyok megvalasztasa — uniform es kotangens silyok

Salyok megvalasztasa — Salyozott Voronoi-Dualisoks

@ Cshcsokhoz rendeljiink w; salyokat — /w;
sugart kdrok metszéspontjai kézott dualis
élek

o "Power diagram" — 3sszes ortogonalis
dualis halét kiadja

@ Linearisan interpolaljuk a salyokat —
Vw-vel eltoljuk a koriilirhaté kor
kdézéppontjat

@ Sulypontokhoz legkdzelebbi dualis csticsok
— LS-probléma [Mullen et al., 2011]

@ A rugéallandéra kotangens formulahoz
hasonlé zart képlet szogekkel + salyokkal.

e Ez sem mindig pozitiv...
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

© Tutte modszere

@ Sulyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

e Egyenlet p;-re:

(Y kjpi= > kipj

P;i€&p,; €&y,



Tutte médszere
oceoo

Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

o Egyenlet pj-re:
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

o Egyenlet pj-re:
pi = Z AijPj
pjegp,'

doXj=1, X;>0
pjegp,'

@ A cslcs a szomszédai konvex
kombinaciéjal
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

o Egyenlet pj-re:

pi= Y Ajpj

pjegp,'

doXj=1, X;>0
pjegp,'

@ A csics a szomszédai konvex
kombinaciéjal

@ Rugoallandék helyett salyok — vizsgalt
pont a rendszer salypontja legyen
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

o Egyenlet pj-re:

pi= Y Ajpj

pjegp,'

doXj=1, X;>0
pjegp,'

@ A csics a szomszédai konvex
kombinaciéjal
@ Rugoallandék helyett salyok — vizsgalt

pont a rendszer salypontja legyen

. . . L b1
o Haromszdg: baricentrikus koordinatak

— egyértelmii
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak

o Egyenlet pj-re:

pi= Y Ajpj

pjegp,'

doXj=1, X;>0
pjegp,'

@ A csics a szomszédai konvex
kombinaciéjal

@ Rugoallandék helyett salyok — vizsgalt
pont a rendszer salypontja legyen

e Haromszdg: baricentrikus koordinatak P1 b2
— egyértelmii

@ Sokszég: altalanositott baricentrikus
koordinatak — nem egyértelmii
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak:
Mean-Value Koordinatak

e Altalanositott baricentrikus koordinatak: aktivan

kutatott téma, sok kiilonboz8 konstrukciéd
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak:
Mean-Value Koordinatak

e Altalanositott baricentrikus koordinatak: aktivan

kutatott téma, sok kiilonboz8 konstrukciéd

o Népszer(i valasztas: Mean-Value Koordinatak
[Floater, 2003]:

Qi1

kMV:tan > +tan%
Y lpi — pjl

Pi




Tutte médszere
ocoeo

Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak:
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e Altalanositott baricentrikus koordinatak: aktivan

kutatott téma, sok kiilonboz8 konstrukciéd

o Népszerii valasztas: Mean-Value Koordinatak Bi
[Floater, 2003]:
MV _ tan “52 + tan §
/ Pi — pj
| ]

@ Minden haléra pozitivl — Injektiv leképezés
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Salyok megvalasztasa — Baricentrikus koordinatak:
Mean-Value Koordinatak

e Altalanositott baricentrikus koordinatak: aktivan

kutatott téma, sok kiilonboz8 konstrukciéd

o Népszerii valasztas: Mean-Value Koordinatak Bi
[Floater, 2003]:
MV _ tan “52 + tan §
/ Pi — pj
| ]

@ Minden haléra pozitivl — Injektiv leképezés

o Nem szimmetrikus! kj; # k;;
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Salyok megvalasztasa — alt. baricentrikus koordinatak

Ujjgyakorlatx

tan(623/2) = 0.14, tan(f34/2) = 0.45
tan(f45/2) = 0.14, tan(6s2/2) = 0.24
lern| = 4.24 |ex3| = 2.45
lela| = 2.45 le1s| = 4.24

= (tan(623/2) + tan(6s2/2)) / |e12| = . ..
A3 = (tan(634/2) + tan(623/2)) / |ews| = ...

(ta ) ( )

(ta

( 45/2 -+ tan 934/2) /|614| =
n(fs2/2) + tan(ba5/2)) / |e1s| =
= Xop2 + A3p3 + Aaps + Asps =
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Ujjgyakorlatx

tan(623/2) = 0.14, tan(f34/2) = 0.45
tan(f45/2) = 0.14, tan(6s2/2) = 0.24
lern| = 4.24 |ex3| = 2.45
lela| = 2.45 le1s| = 4.24

A2 = (tan(63/2) + tan(6s2/2)) / |e12| = 0.09
A3 = (tan(f34/2) + tan(623/2)) / |e13| = 1.64
As = (tan(f45/2) + tan(034/2)) / |e1a| = 0.24

As = (tan(fs52/2) + tan(645/2)) / |e1s| = 0.09
P1 = X2p2 + A3p3 + A4ps + Asps = (0.45 0 0)

=~
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Salyok megvalasztasa — Osszehasonlitas
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Salyok megvalasztasa — Osszehasonlitas

Uniform Cotangent Mean-Value
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@ Masodik derivalt kozelitése:
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:

fFlxiz)=f(xi) _ FOi)=f(xi-1)
h h

f" (Xi) ~

f(@ps1)
of(wk+1)—f($k—1)
2

Tk—1 Tk Tk+1
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:

 Fxiva) = 2F(x) + Fxi-1)

f” (X,') h2
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:
f X f Xj—
( +1); (xi=1) —-f()q)
h2

f” (X,') ~ 2

f(@ps1)
of(wk+1)—f($k—1)
2

Tk—1 Tk Tk+1
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:
f X f Xj—
( +1); (xi=1) —-f()q)
h2

f” (X,') ~ 2

o Intuicié: eltérés a pont koriili atlagtol Flan)

f(@ps1)
of(wk+1)—f($k—1)
2

Tk—1 Tk Tk+1
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:

f(Xi+1)‘*2‘f(Xi—1) — f(x)

f” (X,') ~ 2

h2
@ Intuicio: eltérés a pont koriili atlagtol Flan)
o Altalanositas — Laplace-operator: .
() J(@rt1)
of(wk+1)—f($k—1)
Af(xq,. .. Z = div(gradf) flar-1) 2

Tk—1 Tk Tk+1
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:

§ Flasa)+FGima)  f() F(zr)
f (Xi) ~ 2 h2 f//(l'k)$

@ Intuicié: eltérés a pont koriili atlagtdl fwp—1)

J(@ra1)

of($k+1)—f(90k—1)
2

o Altalanositas — Laplace-operator:
Th—
Af(x1,...xq Z —d1V (gradf) o

e Laplace-egyenlet — harmonikus fliggvények:

Af(x) =0, x € intQ T
f(x) = fo(x) x € 0Q Q
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Laplace-operator és harmonikus fliggvények

@ Masodik derivalt kozelitése:

§ Flasa)+FGima)  f() F(zr)
f (Xi) ~ 2 h2 f//(l'k)$

@ Intuicié: eltérés a pont koriili atlagtdl fwp—1)

J(@ra1)

of($k+1)—f(90k—1)
2

o Altalanositas — Laplace-operator:

Af(xq,. .. Z = div(gradf) e o
e Laplace-egyenlet — harmonikus fliggvények:
Af(x) =0, x € intQ2 ‘ N

f(x) = fo(x) x € 00 -—
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

2 2
Af(x,y)—af 8f_0
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

2 2
Af(x,y)—af 8f_0

= 2;;22 —+ 2;;22 =
@ Megoldasai: harmonikus polinomok:

‘X7)/7X2 __.y27)0/7X3 - 3)0/27"'
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

Pf oF
Af(XJ):ﬁJFaT/z:

0
@ Megoldasai: harmonikus polinomok:
X7y7X2 _y27Xy7X3 _3Xy27"'

o Megszoritva az egységkorre:

sin(¢p), cos(¢), sin(2¢), cos(2¢), sin(3¢), . .
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

Pf oF
Af(X,Y):ﬁJFaT/g:

0
@ Megoldasai: harmonikus polinomok:
X7y7X2 _y27Xy7X3 _3Xy27"'

o Megszoritva az egységkorre:

sin(¢p), cos(¢), sin(2¢), cos(2¢), sin(3¢), . .
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

Pf oF
Af(X,Y):ﬁJFaT/g:

0
@ Megoldasai: harmonikus polinomok:
X7y7X2 _y27Xy7X3 _3Xy27"'

o Megszoritva az egységkorre:

sin(¢p), cos(¢), sin(2¢), cos(2¢), sin(3¢), . .
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

"Harmonikus" fliggvények?x

o Laplace-egyenlet R2-n:

Pf oF
Af(X,Y):ﬁJFaT/g:

0
@ Megoldasai: harmonikus polinomok:
x,y,x2 — yz,xy,x3 — 3xy2, ...
o Megszoritva az egységkorre:
sin(¢p), cos(¢), sin(2¢), cos(2¢), sin(3¢), . .

o A Laplace sajatfiiggvényer:

Pf

L2
a2 KT

Agif =
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

o "Atlagtdl valo eltérés = 0"
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Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

o "Atlagtdl valo eltérés = 0"
e Lu=0"~" Au=07
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

o "Atlagtdl valo eltérés = 0"
e Lu=0"~" Au=07

o u,v — diszkrét harmonikus fiiggvények?
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

o "Atlagtdl valo eltérés = 0"
e Lu=0"~" Au=07

o u,v — diszkrét harmonikus fiiggvények?
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

"Atlagtél valé eltérés = 0"
Lu=0"~" Au=07

u, v — diszkrét harmonikus fliggvények?

Haromszogenként linearis fv. —
satorfliggvények lin. kombinaciéja:

u(x) =~ Z uipi(x)
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Tutte-matrix mint diszkrét Laplace-operator

Tutte = Diszkrét Harmonikus?

o Tutte — egyenlet pl. wu;-ra:

kij
i— =0
u Z(Z,M) Y

J

"Atlagtél valé eltérés = 0"
Lu=0"~" Au=07

u, v — diszkrét harmonikus fliggvények?

Haromszogenként linearis fv. —
satorfliggvények lin. kombinaciéja:

u(x) =~ Z uipi(x)

o De linearis fiiggvényre trivilisan Au=0... B,
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Dirichlet-energia

A Dirichlet-energia

o Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Valtozas egy pont koriil = Gradiens hossza
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A Dirichlet-energia

o Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Valtozas egy pont koriil = Gradiens hossznégyzete

ik



Tutte médszere — folytonos analégia
oeo00

Dirichlet-energia

A Dirichlet-energia

@ Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Valtozas az egész feliileten = Gradiens hossznégyzete integralva
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A Dirichlet-energia

@ Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Valtozas az egész feliileten = Gradiens hossznégyzete integralva

/ IVF? dQ — min.
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Dirichlet-energia

A Dirichlet-energia

@ Laplace-egyenlet:
Af =0

o "Fiiggvény ne valtozzon sokat"

o Valtozas az egész feliileten = Gradiens hossznégyzete integralva
/ IVF? dQ — min.
Q

o Dirichlet-energia — Laplace-egyenlet megoldasa minimalizalja:

Ep[f] = / |VF)]? dQ — min. & Af =0
Q
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Dirichlet-energia — geodetikusok, minimalfeliiletek

@ 1D Dirichlet-energia (gorbe):

b
/ |f’(x)| dx = ivhossz!
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Dirichlet-energia

Dirichlet-energia — geodetikusok, minimalfeliiletek

@ 1D Dirichlet-energia (gorbe):
b
/ }f’(x)l dx = ivhossz!

Egyenes, geodetikus gorbe
2D Dirichlet-energia (feliilet) — felszin!

Minimalfeliletek — membran,
szappanhartya
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Dirichlet-energia

Dirichlet-energia — geodetikusok, minimalfeliiletek

@ 1D Dirichlet-energia (gorbe):
b
/ }f’(x)| dx = ivhossz!

o Egyenes, geodetikus gorbe
@ 2D Dirichlet-energia (feliilet) — felszin!

o Minimalfeliiletek — membran,
szappanhartya

o Tutte-médszer — feliilet, mint
szappanhartya
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Dirichlet-energia

Poliharmonikus egyenletek es energidks

Af =0 A2f =0 A3f=0
(Harmonic) (Biharmonic) (Triharmonic)
/]Vf]2—>min. /|Af]2—>min. /]VAf|2—>min.
(Dirichlet) (Thin-Plate) (Curvature-Var.)

o o C?
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Dirichlet-energia haromszoghaléra

@ Dirichlet-energia:

Ep[f] = /Q IV£]? dQ — min.
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Dirichlet-energia haromszoghaléra

@ Dirichlet-energia:

Ep[f] = /Q IV£]? dQ — min.

o Haromszogenkeént linearis fliggvény
f(x) = > fipi(x) — gradiense konstans:

Ep[fl~ Y Ar|VfP
TeT
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Gradiens a haromszogben

@ Linearis interpolacié — baricentrikus koordinatak:

A1 Az

F(p) = () + 2 1(va) + 22 (v3)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Gradiens a haromszogben

@ Linearis interpolacié — baricentrikus koordinatak:

Vf(p) = % (VALf(v1) + VAxf(v2) + VAsf(v3))
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Gradiens a haromszogben

@ Linearis interpolacié — baricentrikus koordinatak:
1
Vif(p) = Y (VA1f(v1) + VAxf(v2) + VAsf(v3))
o Teriilet gradiense:

1
VA:-; — Eeié
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Gradiens a haromszogben

@ Linearis interpolacié — baricentrikus koordinatak:
1
Vf(p) = Z (VAlf(Vl) + VAzf(Vz) + VA3f(V3))

o Teriilet gradiense:

1
VA:-; == Eeié
e Igy a gradiens:
1 f(vl)
VI(T) = A~ [9%3 e3L1 efz] f(v2)
L f(v3)

Gr
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = A7 |[VF(T)? = Ar(VF(T)) VF(T)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VF(T) = Ar(VF(T)) VA(T)

fvi)] " f(v1)
=Ar [f(vz) G'G [f(vz)]
f(vs) f(vs)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VF(T)|? = Ar(VF(T)) VFA(T)

f(v1) ! ejse2; eses1 exzerz| [f(vi)
f(v2) el e ejesr ejenn| |f(v2)
f(vs) eexs efres ehenn| |f(v3)

fiy

:W
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VA(T)|? = Ar(VF(T)) VFA(T)

1 f(v1) " TeLexs eless eler f(v1)
= 2A- f(v2) ej€3 e3e3 ejenn| |f(v2)
T f(vs) e1T2<323 e1Tze31 e1T2e12 f(vs)

® Eszrevessziik: ejses: = |e2s| |es1| cos O12, AT = |23 |es1|sin b12, €23 = —(e31+€12)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = A7 |VA(T))? = Ar(VF(T)) VF(T)

1 f(Vl) T —(COt 012 +cot 931) cot 012 cot 631 f(Vl)
= Z f(Vz) cot 01> — (COt 012 +cot 923) cot O3 f(Vz)
f(V3) cot 0>3 cot 031 *(COt 023 +cot 931) f(V3)

o Eszrevesszﬂk: e2T3e31 = |623| ‘931| Ccos 912, AT = |e23| |e31| sin 912,623 = —(e31 +312)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VA(T)]? = Ar(VF(T)) VA(T)

L [Fw) T [~ (cot f12+cot 1) cot 612 cot B3y F(v1)
= Z f(Vz) cot 012 7(C0t 012+ cot 923) cot O3 f(v2)
f(vs) cot 0>3 cot 031 —(cot B3 +cot O31) f(v3)

@ Osszeadva: )
5fTLf — min. < LfF=0
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit kaptunk?

@ Behelyettesitve a gradienst a Dirichlet-energiaba:

Ep(T) = Ar|VA(T)]? = Ar(VF(T)) VA(T)

1 f(Vl) T —(COt 012 +cot 0931) cot 01> cot 031 f(V1)
= - f(VQ) cot 01> — (COt 012+ cot 923) cot 023 f(vz)
f(vs) cot 0>3 cot 031 —(cot B3 +cot b31) f(v3)

@ Osszeadva: )
5fTLf — min. < Lf=0

L a korabbi Tutte-matrix kotangens salyokkal

Z cot 0 +cot O; i=
L, = 4 2k 2 =
=

J
cot ;i +cot 0); . .
e
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0

@ Ennek megfeleltettiink egy minimalizaciés (variaciés) feladatot:

/ |Vf]? dQ — min.
Q
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Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0

@ Ennek megfeleltettiink egy minimalizaciés (variaciés) feladatot:
/ |Vf]? dQ — min.
Q

o Ebbe behelyettesitettiik a fliggvény egy véges kozelitését:

Fx) = 3 foilx)



Tutte médszere — folytonos analégia
0000800

Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0

@ Ennek megfeleltettiink egy minimalizaciés (variaciés) feladatot:
/ |Vf]? dQ — min.
Q

o Ebbe behelyettesitettiik a fliggvény egy véges kozelitését:

Fx) = 3 foilx)

o Derivalas utan kaptunk egy linearis rendszert az egyiitthatokra:

Lf=0
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0

@ Ennek megfeleltettiink egy minimalizaciés (variaciés) feladatot:
/ |Vf]? dQ — min.
Q

o Ebbe behelyettesitettiik a fliggvény egy véges kozelitését:
f(x) =~ Z fii(x)
o Derivalas utan kaptunk egy linearis rendszert az egyiitthatokra:
Lf=0

e Altalanosan érvényes séma! — Végeselem-médszer (Finite Element
Method — FEM)
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

Mit csinaltunk?

o Kiindultunk egy differencialegyenletbél:
Af =0

Ennek megfeleltettiink egy minimalizaciés (variacios) feladatot:

/ |Vf]? dQ — min.
Q

Ebbe behelyettesitettiik a fliggvény egy véges kozelitését:

f(x) =~ Z fii(x)
o Derivalas utan kaptunk egy linearis rendszert az egyiitthatokra:
Lf=0

e Altalanosan érvényes séma! — Végeselem-médszer (Finite Element
Method — FEM)
e Matrix elemei integralok — numerikusan (kvadrataraval) szamoljuk
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Dirichlet-energia haromszéghalékon — Végeselem-médszer (FEM)

A kovetkez8 el6adas tartalmabdl...

@ Differencialgeometria alapok
o Belsd geometria, érintétér, metrika
o Gorbiilet — Theorema Egregium
© Leképezések torzitasa
o Jacobi-matrix
o Szingularis értékek
© Szigtarté paraméterezés

o Konform energia
o Hatargdrbe megkdtése: Boundary-First Flattening (BFF)

@ lzometrikus paraméterezés (ARAP)

o ARAP-energia

o Lokalis-Globalis médszer, forgatémezé-inicializalas
© Injektivitas biztositasa

o Heurisztikak: silyozas, energiasimitas

o Bels6pont-médszer



Koszonom a figyelmet!
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