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2D geometria = vektor algebra

* Koordinatakkal szamolhato, de szerkeszthetd is (tenzor)
* Pont: p=|x,v,1]

 Vektor: v = |x,y, 0]

* Eltolds:p' =p+v Invertalhato, van kivonas

a e 0

b f O]

c d 1

* (Eltolas), forgatas, skalazas:

[x",y', 1] = [x,y,1]



Nincs rendes szorzas! Vektor osztas?

» Skalaris szorzas:
— Kivezet a vektorok korébdl
— Nem asszociativ
— Nem invertalhato, fuggetlen egyenletek szama kisebb, mint a vektor koordinatainak szama:
v-a=>b = |vl||la|lcos(a) =b

e \ektorialis szorzas:

— Csak 3D-ben kétvaltozoés
— Nem asszociativ
— Nem invertalhato
v X a=b = vsikjaismert és |v||al sin(a) = |b|

* A (skalaris + klils6) invertalhato volna



Kilsé (wedge) szorzat = v, AV,

@L/

Definicio: |v; A v,| = |v,||v,|sin(a)

Jelentés: Iranyitott teriilet/térfogat v, AV, AV,
Multivektor: V=s+ v+ B / v,
— Osszeadas, skalazas a szokasos médon {7
Tulajdonsagok: v,

— Asszociativ
— Antiszimmetrikus: v, Av, = =V, AV,
—Disztributiv: v, A (v, + V3) =V AV, + VAV,




Miveletek bivektorokkal

e Szammal szorzas: értelemszerd

o Osszeadas: @

* Belsd szorzat: A bivektor sikjaban, a vektorra
merodleges



Kilso szorzat példa: Forgatonyomatek

Vektorialis szorzat

A

e
©
M=rXf

f

KllsO szorzat

A

<1

M=rAf




2D geometria = komplex szam

Pont:

. . ia_ . .
Zpy = Xp +Ypl=Re™ = Rcosa + IRsina

Eltolas: z; = x; + y;i

/

Zp = Zp t Z;

Iranyflggetlen skalazas: z; = s

/ — L]

Forgatva nyujtas: z,, = x, + y,-I = sel®

I — .

— Rs - ei(a+§0)

Forgatas = egység abszolut értékd komplex szam



Komplex szamok algebraja

struct Complex {
float x, y;

Complex (float x0, float y0) { x = x0, y = y0,; }
Complex operator+ (Complex r) { return Complex(x + r.x, vy + r.y); }
Complex operator- (Complex r) { return Complex(x - r.x, vy - r.y); }
Complex operator* (Complex r) {

return Complex(x * r.x -y *r.y, x *r.y +y * r.x);
}
Complex operator/ (Complex r) ({

float 1 = r.x * r.x + r.y * r.y;

return (*this) * Complex(r.x / 1, -r.y / 1); // conjugate

};
Complex Polar (float r, float phi) { // Constructor
return Complex(r * cosf(phi), r * sinf(phi))

}




2D transzformaciok komplex szamokkal

A p pontot az (1,-1) pivot pont korul nyujtsuk 2-szeresére és
forgassuk el t-vel, majd toljuk el a (2, 3) vektorral és végul nyujtsuk
az origd korul 0.8-szorosara és forgassuk —t/2-radiannal:

Complex p, tp;
Complex pivot(1l,-1);
tp = (((p - pivot) * Polar(2,t) + pivot) + Complex(2,3)) * Polar(0.8,-t/2);



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Complex/bin/Skeleton.exe

Es 3D-ben?

* Eltolas, skalazas (0sszeadas, skalarral szorzas) tetszéleges
dimenziéban altalanosithato.

* Forgatas?
— Ha linearis mdvelet, akkor matrixszal megadhaté: ' = R(r)

x'i+vy'j+z'k=R(xi+ yj+zk) = xR(i) + yR(i) + zR(k)

‘R(i).x R(@).y R().Z]
RG).x R().y R().z
Ix",v',z"| = [x,y,z]|[R(k).x RE).x R(Q).z|




Origdn atmend d tengely koruli forgatas:
(Olinde) Rodrigues formula

d: forgatasi tengely,
egységvektor

A r =d(rd)=1r
\‘PA ) = dird) |

—\

r s \
\ T = r’”+r’l

r,, = dxr =dxr

1'” r, r,

r' =d(r-d) + (r — d(r-d))cos(p) + dxrsin(p)
= rcos(p) +d(r-d)(1 —cos(p)) + dxrsin(p)




Komplex szam mukodik 3D-ben?

cz=x+yl+2zj
e Osszeadds és iranyfuggetlen skdldzas OK
* Forgatas mint szorzas? Tulajdonsagok:

— Asszociativ, 6sszeadasra disztributiv (biz: matrix)

— Nem kommutativ ” pn=r/2 4,;,
— Invertalhatd f %!
—i?=?, j*=2 ij=? ji=? X y



(Sir William Rowan) Hamilton
Kvaternio: 4D komplex szam

*lqg=1[s,x,yz]=]|sd]|=s+xi+yj+zk
* qitq,=[s;+ 5%+ XY+ Y02y + 2]

* aq = qa = |as,ax,ay,az]

1q| = /5% + x%+ y? + 72

s, d{]:|s,, d,] = |sys,—dd,,s,d,+s,d,+d, Xd,]

e Szorzas:

—li? = je=k?=ijk = -1
ij=k ji=—-k jk=i ki=—i ki=j ik=—j [IEENENNNNES

— Szorzas asszociativ, de nem kommutativ, 11 i j k

— Osszeaddsra disztributiv i i -1 k —j

— Van egységelem: [1,0,0,0] j ] —k -1 i

— Vaninverz: q~1 = [s,—d]/|q|>, q !9 =q-q ' =11,0,0,0] :




Kvaternio = forgatas o szoggel az origdn
atmenod d iranyu tengely korul

q = [cos(a/2),d sin(a./2)], d| = 1
q-[0,u]-g~! = [0,v], v az u elforgatottja a d koriil a-val

Rodriguez: v = u cos(a) + d(u-d)(1 — cos(a)) + d X u sin(a)

Bizonyitas d merodleges u esetre (parhuzamos—>HF):

Rodriguez: v = u cos(a) + d X u sin(a)
2
Kvaternio: o/ 2\
[cos(a/2),d sin(a/2)]-[0,u] = [O, s(a/2) +d X usin(a/2)] = [0, u”]
[0, u™]-[cos(a/2),—d sin(a/2)] = [0,u"cos(a/2) —u” X dsin(a/2)]

[s), dq][s,dy] = [515, —dy-dys,d, +s5,d; +d; Xd,]




Implementacio: g = s+xi+yj+zk = vec4

struct vecd {
float x5 vy, 2z, w;

Y s, d, ][5, d,] = [55, — dy-dy,s,d, + s,d; + d, x d]

vecd gmul (vecd gql, vecd gq2) { // kvaternid szorzas
vec3 dl(ql.x, ql.y, ql.z), d2(g2.x, g2.y, g92.z) ;
return vec4(d2 * ql.w + d1 * gq2.w + cross(dl, d4d2),
ql.w * g2.w - dot(dl, d4d2));
}

vecd quaternion(float ang, vec3 axis) { // konstrualéas
vec3 d = normalize (axis) * sinf(ang / 2);
return vecd(d.x, d.y, d.z, cosf(ang / 2));

}

vec3 Rotate(vec3 u, vecd q) {
vecd ginv(-q.x, -9.Y, -9.Z, g.w); // conjugate
vec4 gr = gmul (gmul (q, vecd4(u.x, u.y, u.z, 0)), ginv);
return vec3(qr.x, gqr.y, gr.z);




GPU shader programozas GLSL nyelven

[s1,dy]-[s dy] =

|ss,—dd, s d,+s,d, +d, xd,|

uniform vecd q;
in vec3 u;

// quaternion as uniform variable
// Varying input: vertex

vecd4 gmul (vec4 ql, vecd g2) {
vec3 dl = ql.xyz, d2 = g2.xyz;
return vec4(d2 * gl.w + d1 * g2.w + cross(dl, d2),
qgl.w * g2.w - dot(dl, d2));
}

void main() { // vertex shader program
vecd ginv = vecd (-gq.xyz, q.w); // conjugate
vec3 v = gmul (gnul (q, vecd4 (u, 0)), ginv) .xyz;
gl Position = vecd (v, 1);

} >



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Quaternion/bin/Skeleton.exe

“Navigare necesse est,
vivere non est necesse.”
Cnaeus Pompeius Magnus

Automatikus derivalas

Szirmay-Kalos Laszlé




Inverz feladatok

Ké
Virtualis vilag modell Kep
3 képszintézis
Torusz R, p sugarakkal
p sug —

(R—\/x2+y2)2+zz—p2: \ |
e

Fliggvény inverz X kepe fés
) \ input kép
FO el ) = Fr) e kGzti hiba
képszintézis y =1 kép
modell ‘(H U %



Hogyan N E derivaljunk!

Kivonas: ‘\;‘é?é :[i. o O
123456972777 7 értékes jegy X x+ A x + A\f (x)
—1234.5677777? 7 értékes jegy
0.00277?77? 1 értékes jegy sin(¢) (sin(t) + 3)4
tan(cos(t) + 2)

A=0.1 A =0.001 A = 0.0001



(William) Clifford algebra: Hiperszam

* Tanitsuk meg a C++-t derivalni (is)!

fuggvény derivalt

: , \~ L

* Hiperszam: z = X + yt, ahol
— {2 = —1 : komplex szdm; i = 1 : hiperbolikus szam;
— i? = 0| : dudlis szam, a derivalashoz ez kell

6ssz/kilonb flggvény ossz/kil ossz/kul derivaltja

(e td) £ Ooptgd) = (X £ xp) + () £ y)i

szorzat fuggvenv szorzat szorzat derivaltja

(x;+y0) (0 l(JrJ’zl) (xx7) + (e ty 1M hény zaldgs

hanvados fliggvény hanyados derivaltja

x1+J’1l  Oetyd) (X =p5d) x1x2+(y1x2—x1y2)l—(yj/y _I_ylxz_xlyzl
Xyl (X2+J/2l)(x2 ~,i) X5 — % xz X5




Miert muikodik?

Taylor sor:
flx+e)=fx)+ f'(x)e+ fr(x)e?
gx+e)=gx)+ g x)e+ g (x)e*

(fg)(x + ¢) =((fg)(x) F+(fg) (x)e + (fg)" (x)e?
flx+e)glx+e) =|f()g@)|+ (f()g' (x) + f'(x)g(x))el+ (fg) (x)&?

Elsorendd kozelités:

fx+e) =~ flx)+f'(x)e, €=0




Dualis szam osztaly

struct Dnum {

};

float £, d; // function and derivative wvalues

Dnum(float £0, float dO
f =£f0, 4d = d0;
}

Dnum operator+ (Dnum r)
Dnum operator- (Dnum r)
Dnum operator* (Dnum r)

Dnum operator/ (Dnum r)
return Dnum(f / r.f,

{ return Dnum(£f

{ return Dnum(£f

{ return Dnum(£f

{

= 0) { // constant’ =

+

r.d); }

r.d); }

r.d+d* r.f);

(d * r.f — £ *

/ r.f);

}

}




Dualis szam alkalmazasa

 Derivalas nélkul:

float t = value;
float F =t *a / (t * £t + b);

* Derivalassal egyutt:

Dnum F = Dnum(t,1l) * Dnum(a,0) /
(Dnum(t,1) * Dnum(t,l) + Dnum(b,0));

* Derivalassal egyltt szebben, kihasznalva a default
parameterezést a konstruktorban:

Dnum t (value, 1) ;
Dnum F =t *a / (t * t + b);




Elemi fliggvény

float F, x, y, a;

F =3t + a * sin(t);

struct Dnum {
float £, d; // function and derivative wvalues
Dnum(float £0, float d0O = 0) { £ = £0, 4 = d0; }

};

Dnum Sin(float t) { return Dnum(sinf(t), cosf(t)); }
Dnum Cos(float t) { return Dnum(cosf(t), -sinf(t)); }




Osszetett fuggvény

F

float F, x, y, a;
————

df(g(®) df dg
dt  dg dt

=3 * t + a * sin(t) + cos(y * log(t) + 2);

struct Dnum {
float £, d; // function and derivative values
float d0O = 0) { £ = £0, 4 = 4d0; }

Dnum(float £O,

};

Dnum
Dnum
Dnum
Dnum
Dnum
Dnum

Sin (Dnum
Cos (Dnum
Tan (Dnum
Log (Dnum
Exp (Dnum
Pow (Dnum

g)
g)
g)
g)
g)
gl

return Dnum(cosf(g.f),
return Sin(g)/Cos(qg) ;

L T e T e T e

}

return Dnum(sinf(g.f), cosf(g.f) * g.d); }

-sinf(g.f) * g.d); }

return Dnum(logf(g.£f), 1/g.f * g.d); }

{ return Dnum(expf(g.f), expf(g.f) * g.d); }

float n) {

return Dnum(powf(g.f, n), n * powf(g.f, n - 1) * g.d);




Tobbvaltozos fuggvenyek

template<class T> struct Dnum ({
float £; // function wvalue
T d; // derivatives
Dnum(float £f0, T d0O = T(0)) { £ = £0, 4 = d0; }
Dnum operator+ (Dnum r) { return Dnum(f+r.f, d+r.d); }
Dnum operator* (Dnum r) { return Dnum(f*r.f, f*r.d + d*r.f); }
Dnum operator/(Dnum r) { return Dnum(f/r.f, (d*r.f-f*r.d)/r.f/r.f); }

};

template<class T> Dnum<T> Exp (Dnum<T> g) ({
return Dnum<T> (expf(g.f), expf(g.f) * g.d);

}

F(x,v,z) gradiense:

float x, y, z;

Dnum<vec3> X(x,vec3(1,0,0)), Y(y,vec3(0,1,0)), Z(z,vec3(0,0,1));
Dnum<vec3> F = X*X/a + Y*Y/b + Z*Z/c - 1;

vec3 grad = F.d;




Mire j6? Palya animac

sin(t)(sin(t)+3)4

(x(2), y(1))

Palya: x(t) - tan(cos(t)+2)

To

v(t) = (x(2), y(1))

48 sin?(x) sin‘(cos(x) + 2)

16 sin’(x) sin®(cos(x) + 2)

(cos(2 (cos(x) + 2)) — 1)°

8 sin(x) cos(x) sin(2 (cos(x) + 2

(cos(2 (cos(x) + 2)) — 1)7
12 cos(x) sin(2 (cos(x) + 2))

cos(2(cos(x)+2)n -1

position

cos(2(cos(x)+ 2 -1

__ (cos(sin(t))8+1)12+2
~ (sin(¢) sin(t))3+2

y(t)

>

void Animate (float tt) {
Dnum t(tt, 1) ;
Dnum x
Dnum y =
vec2 position(x.f, y.f),

Draw (position, heading) ;

Sin(t) *(Sin(t)+3)*4 / (Tan(Cos(t))+2);
(Cos (Sin(t) *8+1) *12+2) / (Pow (Sin (t) *Sin(t) ,3)+2) ;

velocity(x.d, y.d);

vec2 heading = normalize (velocity)



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/DoubleNumber/bin/Skeleton.exe
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“For geometry, you know, is the gate of

science, and the gate is so low and small

that we can only enter it as a little child.”
William Kingdon Clifford

Geometriai (Clifford) algebra

Szirmay-Kalos Laszlo



Geometriahoz hasznalt algebrak allatkertje

Alakzatok

2D
* Pont: [x,vy], [x,y,W],
komplex szam

* Egyenes:ax+by+c=0

 Metrika: skalaris szorzas,
kils6 szorzas

3D

* Pont:|x,y,z],|x,y, 2, wW]
 Sikiax+by+cz+d=0
 Metrika: skalaris szorzas,

kils6 szorzas, vektorialis
Szorzas

Mozgatasok (motorok)

Eltolas: vektor, komplex szam

Forgatas, eltolas, skalazas, tukroz,
nyiras, vetiteés, ...: 3x3-as matrix

2D forgatva nyujtas: komplex sz.
Derivalas: dualis szam

Eltolas: vektor

Forgatas, skalazas, tukrozés,
nyiras, vetités, perspektiva, ...:
4x4-es matrix

Origdn atmento tengely korul 3D
forgatas: kvaternio



Geometriai szamok és szorzat

* Vektor: v = xe; + ye, Ortogonalis (skalaris szorzas): e; - e, = 0
e Geometriai szorzas: asszociativ, disztributiv, invertalhato
e Kapcsolat a valds szamokkal: vv legyen valos

v = (xe; + ye,)(xe, + ye,) = x’e e, + y*e,e, + xy(e,e, + e,e,)

— Bazis (geometriai szamok): e e, =1, 0, —1?

— Antiszimmetrikus: e;, = e,e, = —e,e; = —e,1

 Geometriai (Clifford) szorzat:

V1V, = (x1e1 + y1€3)(xe1 + y85) = XX + V1Y, + (X1Y2 — Xy1)€e1€;

—1 v
vle = vl " vZ + vl N\ vz Inverz: | v = —




2D geometriai algebra

O dim 1 d'|m 2 dim

* Multivektor: V=5 +xe; + ve, + Be,
» Osszeadds, skaldzds a szokdasos mddon

e Szorzas (asszociativ, disztributiv, nemkommutativ):
— skalar és barmi: a szokasos

— Pszeudo-skalar és pszeudo-skalar:
—1 1 1
epe1; = eje,e,e; = —e;e1e,e; = —1

Ha x = y = 0, akkor a komplex szamokat kapjuk: e, =1

— Pszeudé-skalarral jobbrdl/balrdl: £90°-os forgatas
(xe; +ye,)e;; = xeje e, +ye e e, = —ye; + xe,



Szorzotabla

1 1 e e, |

e e 1 | e,
e, e, —1 1 —eq
I I _ez el _1

V=s+xe, +ye, +BI



Projection és Rejection

0 a, =al =—-Ia
” v, = |v|sin(a)a,/|a| = |v||a|sin(a)a,/|a|’
= |vl|a| sin(a)(—Da/lal* =|(v Aa)a™
a a
>

1

vy = |v| cos(a) a/lal = [vl|al cos(a) a/lal? =|(v- a)a”

Vektorokra:

v-a=(va+av)/2
va=v-at+tvAa =
vAa=(va—av)/2



Tukrozés és szendvics

v, = (WAa)a™l

vV=yv,—-v, =W aa'l-wAra)a?

=w-a-vAha)al=(a-v+arv)al

v = ava?




Forgatas = 2 tukrozeés

R =a,a,
= |a.||a;|(cos(¢) + sin(g)I)
= |a,||a;|exp(¢pl)

1

v'=a,v'a,”! = a,av'a; a7t = (aa,)v(aya) 7!

v = RvR™1|= (cos(¢) — sin(p)Dv(cos(p) + sin(p)I)




Exponentiation

e A transzformaciok szorzassal mikodnek
(multiplikativ csoport): (R,R{)V(R,R{)™?

* Rotor: R(¢; + ¢1) = R(¢2)R(¢2)
* Hatvanyfiiggvény: R(¢) = a® = exp(bop)

* Ha ¢ = m, akkor (—I)vl = R(p) = exp(Ip)



