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”τὰ πάντα ῥεῖ καὶ οὐδὲν μένει.” 

Ἡράκλειτος 



Transzformációk 

𝑥′, 𝑦′ = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

(𝑥, 𝑦) 

𝑇 

Ponthoz pontot (koordinátákhoz koordinátákat) rendel 

Tönkre tehetik reprezentációt és az egyenletet! 

𝑥′, 𝑦′ = 𝑇(𝑥, 𝑦) 

(𝑥, 𝑦) 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 

𝑥′ 

𝑦′ 

𝑥′, 𝑦′  𝑇 



Transzformációk 

Ha nem egyenest/háromszöget és/vagy nem egyenestartó transzformációt akarunk? 

Közeli pontokat transzformálunk és az eredményre szakaszokat/háromszögeket teszünk. 

• Ponton kívül csak szakaszt és háromszöget transzformálunk egyenestartó 
transzformációval (Képlet?). 
 

• Példák: 
• Eltolás, elforgatás, tükrözés = egybevágóság 

• Nagyítás/kicsinyítés = hasonlóság (szögtartás) 

• Irányfüggő nyújtás             , nyírás            , …   

• Perspektív vetítés (párhuzamosságot rontja) 

– Ellenpéldák: 
• Inverzió (egyenesből kört vagy egyenest), … 

 

= Affin transzformációk 
(párhuzamos egyenestartó) 



Ellenpélda: Inverzió 

𝒑 𝒑′ 

𝑑 

𝑑′ 

𝑅 

𝑑 ∙ 𝑑′ = 𝑅2 

𝑑

𝑅
=

𝑅

𝑑′
 

• Alapkör külsejét és belsejét cseréli 
• Egyenesből kört vagy egyenest 
• Körből kört vagy egyenest 
• Szögtartó, saját maga inverze 
• Körzővel/vonalzóval szerkeszthető 

Szerkesztés a Poincaré diszken 

• Képlet (origó = körközép): 𝒑′ = 𝒑
𝑅2

𝒑∙𝒑
 

https://www.google.hu/url?sa=i&url=https://www.researchgate.net/figure/Circle-Limit-IV-by-MC-Escher-A-1960-print-in-which-the-spaces-between-white-angels_fig1_228653116&psig=AOvVaw2F0TYmQxPGRrTNdK1_3TC4&ust=1591801644986000&source=images&cd=vfe&ved=0CAIQjRxqFwoTCIDq_q6B9ekCFQAAAAAdAAAAABAJ


Affin transzformációk 
Egyenest-egyenesbe, párhuzamosokat megtartja 

=(𝑥, 𝑦) =(𝑥′, 𝑦′) 

(0,0) 

(0,1) 

(1,0) (x,0) 

(0, y) 

T(0,0) 
T(1,0) 

T(x,0) 
T(0,1) 
T(0,y) 

𝑥′, 𝑦′ = [𝑥, 𝑦, 1] 

𝒊′𝑥 𝒊′𝑦

𝒋′𝑥 𝒋′𝑦

𝒐′𝑥 𝒐′𝑦

 

𝒑 𝑇(𝒑) 

𝑇 𝒑 = 𝑇 0,0 + 𝑇 𝑥, 0 − 𝑇 0,0 + (𝑇 0, 𝑦 − 𝑇 0,0 ) 

= 𝑇 0,0 + 𝑥 𝑇 1,0 − 𝑇 0,0 + 𝑦(𝑇 0,1 − 𝑇 0,0 ) 

= 𝒐′ + 𝑥𝒊′ + 𝑦𝒋′ 

𝑥′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 
𝑦′ = 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 

𝑥′, 𝑦′, 1 = [𝑥, 𝑦, 1] 

𝒊′𝑥 𝒊′𝑦 0

𝒋′𝑥 𝒋′𝑦 0

𝒐′𝑥 𝒐′𝑦 1

 



Szeretjük a mátrixokat, mert szorzásuk asszociatív 

• Transzformációk konkatenációja: Asszociatív 

 

 

 

 

• Invertálható transzformációk csoportot alkotnak 

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = (… ( 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1 ∙ 𝑻1) ∙ 𝑻2) … ∙ 𝑻𝑛 
                        = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1 ∙ (𝑻1 ∙ 𝑻2 ∙  … ∙ 𝑻𝑛) 

                        = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1 ∙ 𝑻 



2D forgatás 

𝜑 

𝜑 

cos (𝜑) 

cos (𝜑) sin (𝜑) 0
−sin (𝜑) cos (𝜑) 0

0 0 1

 

sin (𝜑) 

−sin (𝜑) 

𝒊 −𝒊 

𝒋 
𝒋′ 

𝒊′ 

𝑥′, 𝑦′, 1 = [𝑥, 𝑦, 1] 

cos (𝜑) sin (𝜑)
−sin (𝜑) cos (𝜑)

0  0
0  0

0           0
0           0

1 0
0 1

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] 

z tengely körüli 3D forgatás 



3D eltolás 

1  0
0  1

0  0
0  0

  0 0
𝑣𝑥 𝑣𝑦

1 0
𝑣𝑧 1

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] 

𝒗 



3D skálázás 

𝑠𝑥 0
  0 𝑠𝑦

0  0
0  0

 0  0
 0  0

𝑠𝑧 0
0 1

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] 



Pivot (fix) pont 

Forgatás és skálázás 
pivot pontja az origó 



Pivot (fix) pont 

1. Pivot az origóba 

2. Forgatás vagy skálázás az origó körül 

3. Origó vissza 



mat4 osztály 
struct mat4 { // row-major matrix 4x4 

   vec4 rows[4]; 
    

   mat4(vec4& it, vec4& jt, vec4& kt, vec4& ot) { 

 rows[0] = it; rows[1] = jt; rows[2] = kt; rows[3] = ot; 

   } 

   vec4& operator[](int i) { return rows[i]; } 

}; 
 

inline vec4 operator*(vec4& v, mat4& m) { 

   return v.x * m[0] + v.y * m[1] + v.z * m[2] + v.w * m[3]; 

} 
 

inline mat4 operator*(mat4& ml, mat4& mr) { 

   mat4 res; 

   for (int i = 0; i < 4; i++) res.rows[i] = ml.rows[i] * mr; 

   return res; 

} 
 

void GPUProgram::setUniform(const mat4& mat, char * name) { 

   int location = getLocation(name); 

   if (location >= 0) glUniformMatrix4fv(location, 1, GL_TRUE, mat); 

} 



mat4 „konstruktorok” 
inline mat4 TranslateMatrix(vec3 t) { 

 return mat4(vec4(1,   0,   0,   0), 

   vec4(0,   1,   0,   0), 

   vec4(0,   0,   1,   0), 

   vec4(t.x, t.y, t.y, 1)); 

} 
 

inline mat4 ScaleMatrix(vec3 s) { 

 return mat4(vec4(s.x, 0,   0,   0), 

              vec4(0,   s.y, 0,   0), 

   vec4(0,   0,   s.z, 0),                

    vec4(0,   0,   0,   1)); 

} 
 

inline mat4 RotationXYMatrix(float fi) { 

 return mat4(vec4( cos(fi), sin(fi), 0,  0), 

   vec4(-sin(fi), cos(fi), 0,  0), 

   vec4(0,        0,       1,  0),   

   vec4(0,        0,       0,  1)); 

} 



Affin transzformációk 

• Párhuzamos egyeneseket párhuzamos egyenesekbe képeznek le. 

• Szokásos transzformációk (eltolás, forgatás, skálázás, nyírás, 
tükrözés) ilyenek. 

• Mátrixszorzás ambiens koordinátákra, ahol a negyedik oszlop 
[0,0,0,1]T 

• Eltolásnak nincs pivot (fix) pontja, a többinek az origó. Ha mást 
szeretnénk, akkor eltolás, transzformáció, visszatolás. 



Szirmay-Kalos László 

 

Homogén lineáris transzformációk 

”μὴ εἶναι βασιλικὴν ἀτραπὸν 
ἐπί γεωμετρίαν” 

 Εὐκλείδης 



Perspektíva 

Euklideszi geometria lyukas 
Végtelen távoli pontok is kellenek 
Projektív geometria 

Perspektíva 
Egyenesből egyenest 
Nem párhuzamostartó 

tárgy 

képsík 

Vetítési 
középpont 

kép 



Analitikus geometriák: külső nézet 

𝑥 

𝑦 

𝑤 

𝑤 = 1 

Euklideszi: 𝑤 = 1 

𝒑 = [𝑥, 𝑦, 1] 

𝑥 

𝑦 

𝑤 

𝑤 = 1 

𝒑 = [𝑥, 𝑦, 𝑤] 

Projektív 

Ambiens tér 

𝒒 

𝒊′𝑥 𝒊′𝑦

𝒋′𝑥 𝒋′𝑦

𝒊′𝑧  0

𝒋′𝑧  0

𝒌′𝑥 𝒌′𝑦

𝒐′𝑥 𝒐′𝑦

𝒌′𝑧 0

𝒐′𝑧 1

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 1] 

𝒎11 𝒎12

𝒎21 𝒎22

𝒎13 𝒎14

𝒎23 𝒎24
𝒎31 𝒎32

𝒎41 𝒎42

𝒎33 𝒎34

𝒎43 𝒎44

 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 𝑤′ = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤] 

𝒒 = [𝑥, 𝑦, 0] 

Affin transzformáció Homogén lineáris transzformáció 



Homogén koordinátavektor szorzása mátrixszal 

• Affin transzformációkat is tartalmazza 

• 2D transzformáció 3 × 3 mátrix: 𝑋′, 𝑌′, 𝑤′ = 𝑋, 𝑌, 𝑤 ∙ 𝑻3×3 

• 3D transzformáció 4 × 4 mátrix: 𝑋′, 𝑌′, 𝑍′, 𝑤′ = 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤 ∙ 𝑻4×4 
 

• Transzformációk konkatenációja: Asszociatív 

 

 

 𝑋′, 𝑌′, 𝑍′, 𝑤′ = (… ( 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤 ∙ 𝑻1) ∙ 𝑻2) … ∙ 𝑻𝑛 
                        = 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤 ∙ (𝑻1 ∙ 𝑻2 ∙  … ∙ 𝑻𝑛) 

                        = 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤 ∙ 𝑻 



Homogén lineáris transzformációk tulajdonságai 
• Egyenest egyenesbe, szakaszt szakaszba, síkot síkba          

háromszöget háromszögbe, kombinációkat kombinációkba, 
konvex kombinációkat konvex kombinációkba  

• Ha nem invertálható, akkor elfajulás lehetséges 

Egyenestartó (𝑡 ∈ (−∞, +∞)); Szakasztartó (𝑡 ∈ [0,1]) 
𝑋 𝑡 , 𝑌 𝑡 , 𝑍 𝑡 , 𝑤 𝑡 = [𝑋1, 𝑌1, 𝑍1, 𝑤1]𝑡 + [𝑋2,𝑌2, 𝑍2, 𝑤2](1 − 𝑡) 

 

𝒑 𝑡 = 𝒑1𝑡 + 𝒑2(1 − 𝑡)  // ∙ 𝐓 
 

𝒑∗ 𝑡 = (𝒑1∙ 𝐓)𝑡 + (𝒑2∙ 𝐓)(1 − 𝑡) 
 

𝒑∗ 𝑡 = 𝒑1𝑡 + 𝒑2(1 − 𝑡) * * 



Invertálható homogén lineáris transzformációk: 
síkot síkba 

𝒑 ∙ 𝒏𝑇  = 0 
𝐓 

𝒑 
𝒑∗ = 𝒑 ∙ 𝐓 

𝒏∗𝑇 = 𝐓 −1 ∙ 𝒏𝑇 

Sík transzformáltja: 

𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤           = 0  

𝑛𝑥

𝑛𝑦

𝑛𝑧

𝑑

 

𝒑∗ ∙ 𝐓 −1= 𝒑 

(𝒑∗∙ 𝐓 −1) ∙ 𝒏𝑇 = 0 

𝐓 −1 

𝒑∗ ∙ (𝐓 −1∙ 𝒏𝑇) = 0 

𝒑∗ ∙ 𝒏∗𝑇= 0 



Középpontos vetítés (projekció) 

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′ = 𝑥
𝑑

𝑧
, 𝑦

𝑑

𝑧
, 𝑑  

d 

𝑥, 𝑦, 𝑧  

𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1 = 𝑥
𝑑

𝑧
, 𝑦

𝑑

𝑧
, 𝑑, 1 ~ 𝑥, 𝑦, 𝑧,

𝑧

𝑑
 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑥, 𝑦, 𝑧, 1

1 0
0 1

0 0    
0 0    

0 0
0 0

1 1/𝑑
0 0    

= 𝑥, 𝑦, 𝑧,
𝑧

𝑑
~ 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′, 1  

balkezes 
koord. 



𝑤 𝑡  

Átfordulási probléma 

Projektív egyenes (topológia) 

Ideális pont 

Szakasz ??? 

d 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑧1 > 0 𝑧2 > 0 
𝑧1 > 0 

𝑧2 < 0 

𝑤 =
𝑧

𝑑
 

𝑤2 > 0 

𝑤1 > 0 𝑤1 > 0 

𝑤2 < 0 

𝑋 𝑡 , 𝑌 𝑡 , 𝑍 𝑡 , 𝑤 𝑡 = [𝑋1, 𝑌1, 𝑍1, 𝑤1]𝑡 + [𝑋2,𝑌2, 𝑍2, 𝑤2](1 − 𝑡) 
 

𝑤1 

𝑡 
1 0 

𝑤2 

1 0
0 1

0 0    
0 0    

0 0
0 0

1 1/𝑑
0 0    

 


