"A semmibél egy uj, mas
vildgot teremtettem.”
Bolyai Janos

Geometriai modellezés
1. Pontok és klasszikus gorbék

Szirmay-Kalos Laszl6



Cél: Euklideszi 2D és 3D vilag

2D vilag: 3D vilag:
—Pont: OD —Pont: OD
—Sikgorbe: 1D —Térgorbe: 1D
—Terulet: 2D —Feldlet: 2D
— Fraktal: 0-2D —Térfogat: 3D

— Fraktal: 0-3D



Pontok koordinatarendszerrel

Descartes Polar

Szamokkal!
1. Koordinatarendszer (=referencia geometria)
2. Koordinatak(=mérés)




Baricentrikus (homogén) koordinatak

3 Forgatonyomatek zérus

‘ n El(ri—r)xmig=0
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T azrq, 1,,..., r, pontok kombinacidja
Ha a sulyok nem negativak: konvex kombinacid
Konvex kombinacié a konvex burkon belil van
Egyenes (szakasz) = két pont (konvex) kombinacidja

Sik (haromszog) = harom pont (konvex) kombinacidja




Gorbék (1D): Explicit egyenlet

Py =F(x)

/AT\/
5

2D egyenes:
y=mx-+b

A XQXE;
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X
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Nem jo:

Egy x-hez nem pontosan egy y



Gorbe: Implicit egyenlet

flx,y) =0 vagy f(r) =0

A A @ Ki ’
X X X
> >

X0
X —Xo = (X—Cx)2+(y—cy)2_R2=0
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2D egyenes implicit egyenlete

n normalvektor
\ n-(r—p)=0
Ny(x —py) + le(y — py) =0
ax +by+c=0

p

Ezis: (ax + by + ¢)? =0

n- (r — p) = Vetilet n-re x az n hossza

Ha n egységvektor:
n- (r — p) = az el6jeles tavolsag!




Kvadratikus gorbék: Kor

Azon r(x,y) pontok, amelyek a c(cy,cy) kdzépponttol R tavolsagra vannak:
2
r—c|=R & (r—c)?—-R?=0¢ (x—c¢)?+(y—¢,) —R*=0



Kvadratikus gorbék: Ellipszis

Azon 1 pontok, amelyek a f;és f, fokuszpontoktdl mért tavolsag dsszege
allandé C:

r—fil+lr—fol=C




Kvadratikus gorbék: Hiperbola

Azon 1 pontok, amelyek a f;és f, fokuszpontoktdl mért tavolsag kiilonbsége
allandé C:

r—fil—Ilr—f.l=C




Kvadratikus gorbék: Parabola

Azon 1 pontok halmaza, amelyek az f fékuszponttdl mért tavolsaga megegyezik
az n normalvektoru és p helyvektoru egyenestdl mért tavolsaggal:

lr—fl = n°- (r —p)|
direktrix
egyenes




Kvadratikus gorbék = kvadratikus alak

* Implicit fuggvény négyzetgyokdk nelkul:
f(x,y) = ajx®+az,y? + 2a1,xy + 2a13x + 24,3y + agz = 0

X
=0

1

e Matrixszal:

i1 Q12 Q13
f,y) =[x, y,1] 012 G2z Q23
13 dz3 dz3

 Barmely tengelyl ésnbarmely tipusu kvadratikus
gorbe — 3x3-as matrix (Visszafelé???)



Allatkert

Egyenes: 2x A




Gorbe: Paraméteres egyenlet

18

x=x(t),y =y(),z=2z()
vagy r =r(t)




x(t) = xo + v, t

y(t) =yo + vyt

z(t) = zy + vt
t € (—o0,+0)

Egyenes




x(t) = ¢, + R cos(t)
y(t) = ¢y, + R sin(t)
t € [0,2m)

Kor

(x(2), y(0))

Hasonlo

haromszogek,
arany: A

x=-14+ 24

y=At




Klasszikus gorbék

e Cikloisz: x(t) =t —sint

y(t) =1 —cost

* Tractrix:  x(t) = secht
y(t) =t —tanht

* Kardioid: () = (1 - cost)cost
y(t) = (1 — cost)sint



Allatkert

Egyenes: x(t) = —3 + 4t, y(t) =2 — 2t

S




Pontok és klasszikus gorbék

e Ponthoz koordinatarendszer kell
— Descartes, Baricentrikus

 GoOrbéhez egyenlet kell
— Az explicit ritkan hasznalhato
— Az implicit feltételeket fogalmaz meg a pontokra

* Azon pontok halmaza, amelyekben
... pontok tavolsaga (|p — q|), ... mer6leges (d - v = 0),
parhuzamos (d X v = 0), ... vetiilete (v° - 7).

— A paraméteres mozgasként fogalmazza meg a gorbét



Geometriai modellezés
2. Szabadformaju gorbék

Szirmay-Kalos Laszl6 /%
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Szabadformaju gorbeék

e Definicié vezérl6pontokkal

O O

N

@)

* Polinom: |x(t) =Y a;t', y(t) = X; bt z(t) = -

e Polinom egyutthatok:
— Kovesse a vezérlGpontokat: Interpolaciéo/Approximacio
— Természetesség: C° folytonossag
— Szépség: kis gorbuletvaltozas indokolatlan hullamzas nélkdl
— Fuggetlen legyen a koordinatarendszertdl (sulypont)
— Lokalis vezérelhet6ség



rp

/)———(\ (Giuseppe) Lagrange
r . /7 e 7
r(t)? b interpolacio

tl tz tn

» Keresd: r(t) = (3; a;tt, X;bitt, X;c;it'), amelyre
r(ty) =1y, r(ty) =1, .., 1(t,) =1,

 Hanyad foku a polinom? n —1

=) LOr  —> @)= fewor =,

et =) | [, ()2 Dot =) {1 ha i = &
Hjii(ti — t]) L Hj;ti(ti — tj) Ohai # k

Li(t) =




class LagrangeCurve ({
vector<vec3> cps; // control pts

Hj;ti(t o tj)
Hj;ti(ti —t)

L;(t) =

vector<float> ts; // knots
float L(int i, float t) {
float Li = 1.0f;
for(int j = 0; j < cps.size(); j++)
if (j '= i) Li *= (t - ts[j])/(ts[i] - ts[]]);

return Li;
}
public:
void AddControlPoint (vec3 cp) {
float ti cps.size(); // or something better
cps.push back(cp); ts.push back(ti);

}
vec3 r(float t) {

vec3 rt (0, O,
for(int i 0;
return rt;

0);

r(®) = ) Lo

i < cps.size(); i++) rt += cps[i] * L(i,t);




Lagrange interpolacio bazisfiggvéenyei

() _Lp(®)  Ls() _ Ly(t)

1



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Bezier/bin/Skeleton.exe

(Charles) Hermite interpolacio

vi = 1(t;) ay = p;
o a; = V;
QP TEr) 3 —p) @i+ 20)
L . 2 (g1 — )2 tiv1 — G
Pi=r(t;) V1= T(ti41) i = 2(pi —Pi+1) Wi +v;)
(tiv1 — )3 (tip1 — )2

r(t) = az(t — t;)° + ay(t — t;)* + a,(t — t;) + a,
r(t) = 3as(t — t;)? + 2a,(t — t;) + a4

r(t;) = ag =p;

r(tiz1) = az(tipr — ) +ay(tiy —t)* + a1 (tiy — t) +ag = piyq
r(t;) =a; =v;

F(tir1) = 3a3(tivr — t)* + 2a5(tipg — t) + a3 = v



(Pierre) Bézier approximacio
Keresd: r(t) = ).; B;(t)r;

— B;(t): ne oszcillaljon
— Konvex burok tulajdonsag
—Bi(t) = O, Zi Bl(t) =1
T4 T
LA

o r
P SR )

By(t) Bi(t) B3(t)




(Cepréit Hatarosuu) Bernstein polinomok

Newton binomialis tétel
n

1"=(t+(1—-t)" = Z (n) ti(1 — )"t

l

B;(t)
Bi(t) = O, ZiBi(t) =1: OK




Bi(©) Bézier approximacio

(1-1)3 t3
3t(1 —t)% 3t2(1 /




BezierCurve

class BezierCurve {

vector<vec3> cps; // control pts

float B(int i, float t) { n ; —
int n = cps.size()-1; // n+l pts! fﬁ(t):: )T (1 _'t)
float choose = 1; L

for(int j = 1; j <= i; j++) choose *= (float) (n-j+1)/73;
return choose * pow(t, i) * pow(l-t, n-i);

}

public:

void AddControlPoint(vec3 cp) { cps.push back(cp); }

vec3 r(float t) {
vec3 rt (0, O, 0);
for(int i=0; i < cps.size(); i++) rt += cps[i] * B(i,t);

return rt;

}; - r(t) = ZBi(t)ri



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Bezier/bin/Skeleton.exe

Catmull-Rom spline

Minden két vezérlGpont kdzé egy Hermite

C! simasdg: a sebesség is legyen kdzos két egymas uténira
Kozelité C? simasag: A kozds sebességet Ugy valaszd meg, hogy a gyorsulds is
kozelit6leg folytonos legyen

Vi1

Altalanositas:
V; = + Tenzio, Bias




CatmullRom
class CatmullRom {

vector<vec3> cps; // control points
vector<float> ts; // parameter (knot) values

vec3 Hermite (vec3 p0, vec3 v0, float t0, vec3 pl, vec3 vl, float tl,
float t) {

r(t) = az(t — to)° + ay(t — to)* + a,(t — to) + ag <;: a, = 13’&;?11 _ZJL) (Vi1 + 20))
l l l l

az -
} _ (tir1 — t;)? tiy1 — b
public: _2(pi —Piv1) | Wi + V)
void AddControlPoint (vec3 cp, float t) { .. } a3—'(t 1—-t)3 (t; 1—-t)2
1+ l 1+ l

vec3 r(float t) {

for(int i = 0; i < cps.size() - 1; i++) 1 (T —1; T;—T;_4
if (ts[i] <=t && t <= ts[i+l]) { vi:"< L ! ! L= >
vec3 v0O = .., vl = ..; 2\tiy1 — ti — ti—1

return Hermite(cps[i], vO, ts[i],cps[i+l], v1, ts[i+1l], t);

>



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Bezier/bin/Skeleton.exe

Erintd, normal és gorbulet

a=r17r

a., Normal: N =T, = (-T,,T,)
Centripetalis gyorsulas:
V=Tr ) 1'.J_ 2
Acp =a-N=r-|1,'I = R
r(t) = v_ r

vl 7] ,
. %
R

. 1 acp i
Gorbilet: Kk === —F = —= ®
R 1% 7| %



Szabadformaju gorbeék

Paraméteres egyenlet (mozgas), polinomok

Kontrolpontokkal definialjuk (approximacios,
interpolacios)

Gorbe = kontrolpontok kombinacidja (sulypont)

Gorbe tulajdonsagait a sulyfliiggvények hatarozzak meg
— Folytonossag (CY, Ct, C?)

— Konvex burok: sulyfliggvények nem negativak

— Lokalis vezérelhet6ség: sulyfliiggvények a tartomany egy
részében nem zérus értekliek



”La semplicita é la
sofisticazione finale.”
Leonardo da Vinci

Geometriai modellezés
3. Feliiletek

Szirmay-Kalos Laszl6




FelUletek

FelUlet a 3D tér 2D részhalmaza:

— Explicit: z=h(x,y)
— Implicit: flx,y,z)=0; f(@)=0
— sik: ax+by+cz+d=0

— Parametrikus:|x = x(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v); r=r(u,v)

— sik: r(u,v) =p+ au+ bv




Gomb

Implicit Parametrikus

(x—c)? + (y— cy)z +(z—c,)?—R2=0 x(u,v) = ¢, + R cos(u) sin(v)

y(u,v) = ¢y, + R sin(u) sin(v)
z(u,v) = c, + R cos(v)
u € 0,2m),v € [0, )




Implicit feltletek normalvektora

af Odf af)
ox’ oy’ 0z

Normal vektor = grad f = (

0=f(xy2)
= fX+@=-X),Y+ G =Y),Z+(z~-2)

0 = f(x,y.2) ~fEHD L -+ L G-+ L -2)

n of of of
(6x'6y'az) (x=Xy-Y,z-2)=0

? n-(r-p)=0



Parametrikus feliletek normalvektora

r(u,V)

or(u,v) Jr(u,v)

or(U,v) n(U,V) = ou % ov

or(u,V)
PEORSN
r(U,v)

< &

S S



Implicit kvadratikus felUletek: Henger

Azon 1 pontok, amelyek a v irdnyvektoru és p helyvektoru egyenestsl mért
tavolsaga R:

r—p—-v°((r—p)-v°) | =R




Implicit kvadratikus feltletek:
Ellipszoid és hiperboloid

Ellipszoid: Azon r pontok, amelyek a f1és f, fékuszpontoktdl mért tavolsag
Osszege allando C:

r=fil+lr—fal =C

Hiperboloid: Azon 1 pontok, melyek a f1és f, fékuszpontoktdl mért tavolsag
kilonbsége dllandé C: |[r— f1| —|r—f,l =C




Implicit kvadratikus felGletek: Paraboloid

Azon r pontok, amelyek az f fokuszponttdl
mért tavolsaga megegyezik az n normalvektoru
és p helyvektoru siktol mért tavolsaggal:

lr —fl = In°- (r — p)|

direktrix .
(]
sik p



Implicit kvadratikus feltletek

X

Mindig felirhatd ugy is, hogy
Q szimmetrikus

f(x,y,2z) = [x,v,21]1Q

Ellipszoid Paraboloid Hiperboloid Elliptikus
henger



Kvadratikus objektum

X. X

0
% 11,00,0]0

f(x,y,z) = [x,y,21]Q dx

y
VA
1

RN

struct Quadrics {
matd Q; // symmetric matrix

float f(vecd r) { // r.w =1
return dot(r * Q, r);

}

vec3 gradf(vecd r) { // r.w =1
vecd g=r * Q * 2;
return vec3(g.x, g.y, g.z);

}




Parametrikus feltletek: Kihuzas

s(v): gerinc

r(u,v) =
s(v) + b(u)

b(u): profil


file:///D:/Letöltések/OpenGL szépségverseny 2013. ősz.mp4

Parametrikus felluletek: Forgatas

Oldalnézet FeltInézet
* = Pe@ A
Z =P, (U)

\ 'y x = p,(u) cos(v)

y = px(u)sin(v)
z=p,(u)







Henger

x(u,v) = Rcos(u)
y(u, v) = Rsin(u)
z(u,v) =v

u € 10,2m], v € [0, h]

b(u) = (R cos(u), R sin(u), 0)



(egykodpenyl) Hiperboloid

A

x(u,v) = Rcosh(u)cos(v)
y(u, v) = Rcosh(u)sin(v)
z(u,v) = Rsinh(u)

v € |0,2r], we|[—-h/2,h/2]

p(u) = (R cosh(u), 0, R sinh(u))




Torusz

U
- W X
R

x(U) =R+ r cos(U)
z(U) = r sin(U)

x(U,V) = (R +r cos(U))cos(V)
y(U,V) = (R +r cos(U))sin(V)
z(U,V) = r sin(U)

U €[0,2m], V € [0,21]




Szabadformaju felllet

Definicié kontroll pontokkal:

r(u,v) =1, = ) Bi(w)ri(v)
r;(v) = z]_ B;(v)r; ;
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Poligonhal6 finomitasa




Subdivision gorbeék

®=12®+1/42O

-"‘
as® .
. .
.
.
.
.




e, 3 AR T "f RN 7
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3 “ B - | Y'Y\ [
W) Catmull e Clark
Ny

subdivision felllet

1/4y @

1/2% @
11?5 +2/1,2Y @+(-3)/y @
/4L @+ 1/2@

................

1 1
5 1 G 1 &
: s,/ Y o & :
1
- 5 A i : i : ,
1 1 = &

Face Point Edge Point Valence 3 Vertex Valence 4 Vertex Valance 5 Vertex




Durva poligon modell




Subdivision 1




Subdivision 2




B-rep: hatarfellletek megadasa

Test = érvényes (létrehozhatd): ne legyenek alacsonyabb dimenzids
elfajuld részek: minden hatarpont kornyezetében kell belsd pontnak is

lennie.
NN 0
N 4
NN

Topoldgiai érvényesség:
— Elek (2,3,...) csticspontban talalkoznak
— Egy él két lapot valaszt el, és nem metsz élt
— Egy lapot él és csucs sorozat hatarol
— A fellilet nem metszi sajat magat

— Euler-Poincaré tétel: CSl]CS — é| + |ap — Z(db-lyUk)




(Leonhard) Euler operatorok

Lap kihuzas

Lap felvagas

El torlés
Csucs szétvagas

]
.
¢

Cstcsok Lapok Elek

+4 +4 = +8
+2 +1

I
+
w

-1 0
+1 0



Kezdet: érvényes téglatest




Lap kihuzas




Lap kihuzas




Lap kihuzas




Lap kihuzas




Subdivision simitas




FelUlet modellezés

Explicit = magassagmez0 ritkan hasznalhato

Implicit: geometriai definicio vektoralgebrai forditasa
— Implicit feltilet normalvektor = gradiens

Parameéteres: paraméteres gorbékre vagy a sulypont
analogiara vezetjuk vissza

— Parameéteres felllet normalvektora = parcialis derivaltak
vektorialis szorzata

Felosztott: haromszoghald



