
Geometriák és algebrák
Klasszikus geometriák

Szirmay-Kalos László

”In jeder besonderen Naturlehre nur so viel
eigentliche Wissenschaft angetroffen werden
könne, als darin Mathematik anzutreffen ist”

Immanuel Kant



Axiómák: tapasztalat + vallásos hit

- Alapfogalmak implicit definíciója

- Tételek kiindulási pontja

Euklideszi síkgeometria axiómái: 
1. Két pont meghatároz egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Egy egyeneshez egy rajta kívül fekvő  ponton át 

egy nem metsző egyenes húzható (párhuzamos).
4. Átmozgatható (egybevágó) dolgok mérete 

megegyező (a sík homogén és izotróp).
5. A részek összege az egész mérete.
6. …

Euklidészi
síkgeometria
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Euklidészi
síkgeometria

T1. Két különböző egyenes legfeljebb 
egy pontban metszi egymást



Axiómák: tapasztalat + vallásos hit

- Alapfogalmak implicit definíciója

- Tételek kiindulási pontja

Euklideszi síkgeometria axiómái: 
1. Két pont meghatároz egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Egy egyeneshez egy rajta kívül fekvő  ponton át 

egy nem metsző egyenes húzható (párhuzamos).
4. Átmozgatható (egybevágó) dolgok mérete 

megegyező (a sík homogén és izotróp).
5. A részek összege az egész mérete.
6. …

Euklidészi
síkgeometria
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Axiómák: tapasztalat + vallásos hit

- Alapfogalmak implicit definíciója
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Euklidészi
síkgeometria

T3. A háromszög szögösszege 180 fok

T4. Pitagorasz: a2+b2 = c2

T5. Kör kerülete: 2R

T2. Ha egy egyenes két másikat ugyanolyan   
szögben metsz   két másik egyenes
párhuzamos.

T1. Két különböző egyenes legfeljebb 
egy pontban metszi egymást

…



Jó az euklideszi geometria 
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Görbék görbülete: 𝜅

• Egységsebességű mozgás centripetális gyorsulás:

𝑎𝑐𝑝 =
𝑣2

𝑅

• (Másodrendben) simulókör sugarának reciproka

+
-

𝑣𝒂𝑐𝑝

𝑣 𝒂𝑐𝑝



𝒂𝑚𝑖𝑛
𝒂𝑚𝑎𝑥

𝐾 = 𝜅1𝜅2 = 𝒂𝑚𝑖𝑛 ∙ 𝒂𝑚𝑎𝑥

Theorema Egregium: 𝐾 attól függ, hogy a felületen hogyan mérünk
szöget és távolságot, és független a felület térbeli alakjától.

Felületek: fő görbületi irányok és 
Gauss görbület (Krümmung)



Gauss görbület: 𝐾 = 12

𝐾 = 0
𝐾 > 0

𝐾 < 0

../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/bin/Skeleton.exe
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/bin/Skeleton.exe


Gömbi geometria
Euklidészi geometria axiómái nem jók: 
1. Két pont nem mindig határoz meg 

egyértelműen egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Két egyenes mindig metszi egymást két 

pontban.
4. Átmozgatható (egybevágó) dolgok mérete 

megegyező (homogén és izotróp).
5. A részek összege az egész mérete
6. …

• Állandó pozitív görbület
𝐾 = 1/𝑅2

• Mi az egyenes? 
főkör = legrövidebb út

• Távolság? Ívhossz 

𝑅𝜃 = 𝜃/ 𝐾

𝑅𝜃

𝑥2+ 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2



• Állandó pozitív görbület
• Egyenes=főkör=legrövidebb út

• Háromszög szögösszeg > 180o

(területtel arányosan)
• Háromszög területe:

𝑇 = α + 𝛽 + 𝛾 − 𝜋 /𝐾
• Derékszögű háromszög: 

𝑎2 + 𝑏2 > 𝑐2

• Kör kerülete: 
2

K
sin(𝑟 K )

Csak a párhuzamossági axióma nem jó: 
1. Két pont (=átmérő) meghatároz egy 

egyenest (=geodétikus, főkör).
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Két egyenes mindig metszi egymást  egy 

pontban (=átmérő).
4. Átmozgatható (egybevágó) dolgok mérete 

megegyező  (homogén és izotróp)
5. A részek összege az egész mérete
6. …

Elliptikus geometria



Kör kerülete gömbi 
geometriában

• 𝐾 = 1/𝑅2

• 𝑟 = 𝑅 ∙ 𝜃

• 𝜌 = 𝑅 sin 𝜃

Kerület = 2 𝜌

= 2𝑅 sin(𝜃)

= 2𝑅 sin
𝑟

𝑅

=
2

K
sin(𝑟 K )

𝑟

𝜌

𝜌

𝜃 𝑅
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Tanulságok:
• Kilépünk a 3D beágyazó 

térbe és onnan nézzük
• 3D euklideszi geometria 

alapján okoskodunk
• 3D helyett vetületeket 

bütykölünk
• A vetületeken a szög, 

hossz, típus más lehet
• 2D euklideszi térkép



Egy jó térkép …
• Euklideszi
• Valódi helyek és utak

– Egy-egy értelmű folytonos leképzés

• Orientáció (jobbra/balra) valódi

• Valódi egyenes/kör annak látszik
• Szögtartó
• Távolságarány tartó
• Területarány tartó

Geometriai 
hasonlóság

Gauss görbület
megegyezik

Topológiai
hasonlóság



Gömb vetítése a síkra

Középpontos vetítés
• Csak a felső félgömböt
• Egyenestartás: tárgy és vetítősugarak 

egy síkban, vetület ennek és a képsíknak a 
metszete 

• Nem kör-, szög- és távolságtartó
• Beltrami-Klein

Sztereografikus vetítés
• A déli pólus kivételével egészet
• Nem egyenestartó
• Körtartó és szögtartó
• Nem távolságtartó
• Beltrami-Poincaré



(Gerardus) Mercator térkép
• Szögtartó, de torzítja a távolságot és területet

𝑧(𝜑)

𝑥 = 𝜋𝑥 = −𝜋

𝑥 = 𝜑

𝑧 = log tan
𝜋

4
+
𝜃

2

𝑧(−85𝑜)

𝑧(85𝑜)

𝜑 = hosszúság
𝜃 = szélesség

𝜃
𝜑

𝒑 𝒑′

𝒑′′

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Mercator.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Mercator.jpg


Homogén/izotróp
geometriák

SíkGömb

𝐾 > 0 𝐾 = 0

???

𝐾 < 0

Hiperbolikus geometria
axiómák

több nem metsző egyenes

Euklideszi geometria
axiómák

1 nem metsző egyenes

Elliptikus geometria
axiómák

0 nem metsző egyenes

• Minden pontban, minden irányban az 
érintőkör sugara és „völgység” állandó.

• 𝐾 = két ugyanolyan vektor skalárszorzata



Gauss levele Bólyai Farkasnak
… Most valamennyit fiad munkájáról. Ha azzal kezdem, «hogy ilyeneket nem 
szabad dicsérnem»: akkor egy szempillantásra bizonnyal meghökkensz: de nem 
tehetem másként; ezeket dicsérni a magam dicsérését jelentené: mert az írás 
egész tartalma, a fiad által választott út és az eredmények, amelyekhez eljutott, 
szinte kivétel nélkül megegyeznek a saját, részben 30–35 év óta folytatott 
meditációimmal. …

Az volt a szándékom, hogy a saját munkámról, amelyből egyébként eddigelé csak 
keveset vetettem papírra, életemben semmi se váljon ismertté. A legtöbb 
embernek egyáltalán nincs meg a megfelelő érzéke ahhoz, ami ebben lényeges …. 

Viszont az volt a szándékom, hogy idővel mindent papírra vessek úgy, hogy annak 
idején legalább ne merüljön el velem együtt. Nagyon meglepett tehát, hogy e 
fáradtságtól már most megkímélhetem magam, és nagyon örvendek, hogy éppen 
régi jó barátom fia az, aki engem olyan csodálatos módon megelőzött.



Hiperbolikus 
(Bolyai) geometria

Hiperbolikus geometria axiómái: 
1. Két pont meghatároz  egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Egy egyeneshez egy rajta kívül fekvő 

ponton át több nem metsző egyenes 
húzható.

4. Átmozgatható (egybevágó) dolgok 
mérete megegyező (homogén és izotróp).

5. A részek összege az egész mérete
6. …

• Állandó negatív görbület
• Egyenes = legrövidebb út

• Háromszög szögösszeg < 180o

• Háromszög területe:
𝑇 = α + 𝛽 + 𝛾 − 𝜋 /𝐾

• Derékszögű háromszög:
𝑎2 + 𝑏2 < 𝑐2

• Kör kerülete: 
2

−𝐾
sinh 𝑟 −𝐾 =

2

K
sin(𝑟 K )



Beágyazott felület

• 𝐾 > 0, Gömb: 𝑥2+ 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 = 1/𝐾

• 𝐾 < 0, „Hiperboloid”: 𝑥2+ 𝑦2 − 𝑧2 = 1/𝐾

Pitagórasz



Beágyazott felület

• 𝐾 > 0, Gömb: 𝑥2+ 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2 = 1/𝐾

• 𝐾 < 0, „Hiperboloid”: 𝑥2+ 𝑦2 − 𝑧2 = 1/𝐾

𝑥

𝑧

𝑥2− 𝑧2 = 1/𝐾

Homogén, 
izotróp, negatív 
görbületű ???

Pitagórasz

Pitagórasz++

Félgömb++

= (𝑖𝑅)2



Metrika (távolság, szög): skaláris szorzás 

𝑥

𝑦

(∆𝑥, ∆𝑦)

𝑥

𝑡

(∆𝑥, ∆𝑡)

𝑥

𝑦

𝑥

𝑡

∆𝑥 = ∆𝑦 = 0

∆𝑠2= ∆𝑥2 + ∆𝑦2

∆𝑥 = 𝑐 ∆𝑡

∆𝑠2= ∆𝑥2 − ∆𝑡2

𝑐 = 1

Euklideszi
különbözőség:

Minkowski
különbözőség:

𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2Skalár szorzat: 𝑥1𝑥2 − 𝑡1𝑡2Skalár szorzat:

Tér Téridő

Két pont nem 
különbözik:

Két esemény nem 
különbözik:



Beltrami – Poincaré/Klein diszk

𝑥

𝑦

𝑧

𝑧 = 𝑅

𝑧 = −𝑅

Poincaré: Szög és körtartó, 
egyenes = alapkörre merőleges körív

Minkowski tér
Ez egy gömb!

𝑥

𝑦

𝑧

𝑧 = 𝑅

𝑧 = 0

Klein: Egyenestartó

𝑥2+ 𝑦2− 𝑧2 =−𝑅2

https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Henri_Poincar%C3%A9-2.jpg
https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Henri_Poincar%C3%A9-2.jpg


Nem izotróp negatív görbületű geometriák



Projektív geometria
• A „végtelen” is része a síknak

• Nincsenek párhuzamosok

• Programozási előny: nincs szingularitás és speciális eset

• Descartes és polár (és bármilyen távolsági) koordináták nem jók

• Az árnyék vagy a skála nélküli vonalzó geometriája

Projektív geometria axiómái: 
1. Két pont meghatároz egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Két egyenes pontosan egy pontban 

metszi egymást



Euklideszi 
Projektív sík

Projektív geometria axiómái: 
1. Két pont meghatároz egy egyenest.
2. Egy egyenesnek van legalább két pontja.
3. Két egyenes pontosan egy pontban 

metszi egymást

file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/ProjectiveGeometry/bin/Skeleton.exe
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/ProjectiveGeometry/bin/Skeleton.exe


Modell geometriák (homogén, izotróp)
• Euklideszi

– 1 nem metsző egyenes (párhuzamos)
– Zérus görbület

• Elliptikus
– 0 nem metsző egyenes
– Pozitív görbület

• Hiperbolikus
– Egynél több nem metsző egyenes
– Negatív görbület

• Projektív
– 0 nem metsző egyenes
– Nem metrikus: végtelen is része



Csempézés és mintavételezés

Szirmay-Kalos László



Euklideszi sík csempézése szabályos, 
egybevágó sokszögekkel (tesszelláció)

{3, 6} {4, 4} {6, 3}

36

108

60 90

120

Schläfli szimbólum



Aperiodikus csempézés

Roger Penrose
David Smith



Platóni szabályos testek

5 4 3 3 3

{3, 5} {3, 4} {3, 3} {4, 3} {5, 3}

𝐾 = 𝜋/3 2𝜋/3 𝜋 𝜋/2 𝜋/5

108

60 90

120

ikoza = 20 okta = 8 tetra = 4 hexa = 6 dodeka = 12



Gömb csempézése



Csempézés szabályos sokszöggel
Egy pontban 𝑛 szabályos sokszög találkozik belső szög = 360/𝑛

𝑛 3    4   5   6 7+

Szög
360

3
= 120

360

4
= 90

360

5
= 72

360

6
= 60

360

7
…  

360

𝑛

Euklideszi

Gömbi

Hiperbolikus
7+ 7+

7+ 7+ 7+



Hiperbolikus sík csempézése

{3, 7} {3, 8} {5, 4} {5, 5}



Escher és a Poincaré diszk
Circle limit III Circle limit I Circle limit IV

https://www.google.hu/url?sa=i&url=https://www.researchgate.net/figure/Circle-Limit-IV-by-MC-Escher-A-1960-print-in-which-the-spaces-between-white-angels_fig1_228653116&psig=AOvVaw2F0TYmQxPGRrTNdK1_3TC4&ust=1591801644986000&source=images&cd=vfe&ved=0CAIQjRxqFwoTCIDq_q6B9ekCFQAAAAAdAAAAABAJ
https://www.google.hu/url?sa=i&url=https://www.researchgate.net/figure/Circle-Limit-IV-by-MC-Escher-A-1960-print-in-which-the-spaces-between-white-angels_fig1_228653116&psig=AOvVaw2F0TYmQxPGRrTNdK1_3TC4&ust=1591801644986000&source=images&cd=vfe&ved=0CAIQjRxqFwoTCIDq_q6B9ekCFQAAAAAdAAAAABAJ


Gömbpakolás
ViazovskaHalesFejes TóthKepler



Szirmay-Kalos László

Geometriák és algebrák
Vektoralgebra

“Tant que l’Algèbre et la Géométrie ont été séparées,  leurs  
progrès  ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque ces deux 
sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forces mutuelles et 
ont marché ensemble d’un pas rapide vers la perfection.”

Joseph-Louis Lagrange



Az univerzum (geometria)
Pont: 
𝒓

Helyvektor
Vektor: 𝒗 𝒓 𝑡

𝑓 𝒓 Valós 
számok

Távolság: 𝑑(𝒓1, 𝒓2)
Hossz: 𝑑(𝒗)
Szög: 𝛼(𝒗1, 𝒗2)

Vektor:
1. Irány és távolság
2. Eltolás

Mérés: távolság és szög

Transzformáció:
𝑻(𝒓)

origó

𝒓 𝑢, 𝑣



Műveletek vektorokkal
• Összeadás

𝒗 = 𝒗1+ 𝒗2 (kom, asszoc)

• Kivonás
𝒗 = 𝒗1− 𝒗2

• Skálázás (skalárral szorzás)

𝒗1 = 𝑎𝒗 (disztributív)

𝒗1

𝒗2

𝒗1

𝒗2

𝒗

𝑎𝒗



Skalár (dot, belső) szorzat
• Definíció: 𝒗1𝒗2 = 𝒗1 𝒗2 cos 𝛼

• Jelentés

Egyik vektor vetülete a másikra * másik hossza

• Tulajdonság: Nem asszociatív(!), Kommutatív,

Disztributív:   𝒗3 𝒗2+ 𝒗1 = 𝒗3𝒗2+ 𝒗3𝒗1
• Varázspálca (metrika):

– 𝒗𝒗 = 𝒗 2

– 𝒗0 = 𝒗/ 𝒗𝒗

– 𝒗1𝒗2/ 𝒗1 𝒗2 = cos 𝛼

– Két vektor merőleges  skalárszorzatuk zérus



𝒗1
𝒗2

|𝒗1|cos(𝛼)

𝒗1

𝒗2

𝒗3



Vektor (cross, kereszt) szorzat
• Definíció: |𝒗1 × 𝒗2| = 𝒗1 𝒗2 sin 𝛼

• Jelentés:

– Nagyság (terület, hossz, térfogat) és merőleges vektor

– (Egyik vektor vetülete a másikra merőleges síkra + 90 fokos 
elforgatás) * másik hossza

• Tulajdonságok:

– Nem asszociatív!

– Antiszimmetrikus: 𝒗1 × 𝒗2 = −𝒗2 × 𝒗1

– Disztributív: 𝒗1 × 𝒗2 + 𝒗3 = 𝒗1 × 𝒗2 + 𝒗1 × 𝒗3

 𝒗1

𝒗2

𝒗1 × 𝒗2



𝒗2𝒗1

𝒗1 sin 𝛼

𝒗1 × 𝒗2
90 fok



Külső (wedge) szorzat 

• Definíció: |𝒗1 ∧ 𝒗2| = 𝒗1 𝒗2 sin 𝛼

• Jelentés: Irányított terület/térfogat

• Multivektor: 𝐕 = 𝑠 + 𝒗 + 𝑩

– Összeadás, skálázás a szokásos módon

• Tulajdonságok:

– Asszociatív
– Antiszimmetrikus: 𝒗1 ∧ 𝒗2 = −𝒗2 ∧ 𝒗1
– Disztributív: 𝒗1 ∧ 𝒗2+ 𝒗3 = 𝒗1 ∧ 𝒗2+ 𝒗1 ∧ 𝒗3



𝒗1

𝒗2

𝑩 = 𝒗1 ∧ 𝒗2

𝒗1

𝒗2

𝒗3

𝒗1 ∧ 𝒗2 ∧ 𝒗3



Műveletek bivektorokkal

• Számmal szorzás: értelemszerű

• Összeadás: 

• Belső szorzat: A bivektor síkjában, a vektorra 
merőleges



Külső szorzat példa: Forgatónyomaték

𝒓

𝒇

𝑴 = 𝒓 × 𝒇

𝒓

𝒇

𝑴 = 𝒓 ∧ 𝒇

Vektoriális szorzat Külső szorzat



Gradiens: 𝛻𝑓

𝑓 𝒓 = 𝑓0𝒓∗
𝑓 𝒓 = 𝑓−1

𝑓 𝒓 = 𝑓1

𝒗0∆s

lim
𝑓 𝒓∗+𝒗0∆s −𝑓 𝒓∗

∆𝑠
=

d𝑓 𝒓∗+𝒗0𝑠

d𝑠
iránymenti derivált

d𝑓

d𝒓
= 𝛻𝑓 a maximális növekedés iránya és rátája

𝛻𝑓



Paraméter szerinti deriválás

𝒓(𝑡)

𝒗 =
d𝒓(𝑡)

d𝑡
= lim

𝒓 𝑡∗ + ∆𝑡 − 𝒓 𝑡∗

∆𝑡

Sebesség (érintő) vektor:

𝒓(𝑡∗)

𝒓(𝑡∗ + ∆𝑡)

𝒗



Koordináták

𝒓(𝑢, 𝑣)
𝑢 = 𝑢∗

𝑣 = 𝑣∗

• Az 𝒓(𝑡) vagy 𝒓 𝑢, 𝑣 minden 𝑡-hez vagy 𝑢, 𝑣 -hez egy pontot rendel. 
• Az ilyen számok (számtöbbesek) a koordináták

𝒓′𝑢

𝒓′𝑣
𝑢 𝒓 , 𝑣(𝒓)𝛻𝑣

𝛻𝑢



Megfigyelések
• Idáig nem használtuk a koordinátákat.
• A pontok, vektorok, távolság, szög a geometria részei, a 

koordinátarendszertől nem függnek. 
• A vektoralgebrai műveletek és deriválás koordinátarendszer nélkül is 

végrehajthatók.
• A koordinátarendszer szükséges rossz annak érdekében, hogy 

számokkal dolgozhassunk: a komponensek nem csak a geometriai 
objektumtól, hanem a koordinátarendszertől is függenek.

• Vektor = elsőrendű tenzor
– Tenzor = (0, 1, 2, … dimenziós) tömb, amely a tenzor szabályok szerint 

transzformálódik koordinátarendszer váltáskor
– A vektorok és műveleteik függetlenek a koordinátarendszertől, de 

komponensei függenek
– A fizikai törvényekben csak tenzorok szerepelhetnek



Kontravariáns koordinátarendszer

𝒂

𝒃

𝒂 = 𝒓′𝑥, 𝒃 = 𝒓′𝑦 𝑥 = 0 𝑥 = 1𝑥 = −1

𝑦 = −1

𝑦 = 0

𝑦 = 1

𝒓 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝒂 + 𝑦𝒃

𝒂

𝒃

𝑥𝒂

𝑦𝒃
𝒓

• Összeg: 𝒗1+ 𝒗2 = 𝑥1𝒂 + 𝑦1𝒃 + 𝑥2𝒂 + 𝑦2𝒃 = 𝑥1+ 𝑥2 𝒂 + 𝑦1 + 𝑦2 𝒃

• Skalár szorzat:

𝒗1𝒗2 = 𝑥1𝒂 + 𝑦1𝒃  𝑥2𝒂 + 𝑦2𝒃 = 𝑥1𝑥2𝒂𝒂 + (𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1)𝒂𝒃 + 𝑦1𝑦2𝒃𝒃

• Hossz:

|𝒗| = 𝒗𝒗 = 𝑥2𝒂𝒂 + 2𝑥𝑦𝒂𝒃 + 𝑦2𝒃𝒃



Kovariáns koordinátarendszer

𝒂

𝒃

𝑋 = 𝒂 ∙ 𝒓, 𝑌 = 𝒃 ∙ 𝒓

𝒓

𝒂

𝒃

𝒂 = 𝛻𝑋, 𝒃 = 𝛻𝑌

𝑋 = 1 𝑋 = 1𝑋 = 0

𝑌 = 0

𝑌 = 1



(René) Descartes koordináta rendszer

x

y

1
1

𝑥 = 0 𝑥 = 1 𝑥 = 2𝑥 = −1
𝑦 = −1

𝑦 = 0

𝑦 = 1

𝑦 = 2

𝒓(𝑥, 𝑦)

𝒓 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝒆1 + 𝑦𝒆2
𝒓′𝑥 = 𝒆1, 𝒓′𝑦 = 𝒆2,

𝒆1
𝒆2

𝒆1 = 𝛻𝑥, 𝒆2 = 𝛻𝑦
𝑥 = 𝒆1 ∙ 𝒓, 𝑦 = 𝒆2 ∙ 𝒓

1 𝒆1 𝒆2

1 1 𝒆1 𝒆2

𝒆1 𝒆1 1 0

𝒆2 𝒆2 0 1

∙



Műveletek Descartes koordinátákkal
• Összeadás:

𝒗1+ 𝒗2 = 𝑥1𝒆1 + 𝑦1𝒆2 + 𝑥2𝒆1 + 𝑦2𝒆2 = 𝑥1+ 𝑥2 𝒆1 + 𝑦1+ 𝑦2 𝒆2

• Skalár szorzat:

𝒗𝟏𝒗𝟐 = (𝑥1𝒆1 + 𝑦1𝒆2)(𝑥2𝒆1 + 𝑦2𝒆2) = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

• Hossz:

|𝒗| = 𝒗𝒗 = 𝑥2 + 𝑦2 Pitagorász tétele!

• Gradiens: 
d𝑓 𝑥+𝑣𝑥𝑠, 𝑦+𝑣𝑦𝑠

d𝑠
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑣𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝑣𝑦 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
∙ 𝒗0

𝛻𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦



Vektoriális szorzat (csak 3D-ben)
• 3D-ben:

𝒗1  𝒗2 = (𝑥1𝒆1 + 𝑦1𝒆2 + 𝑧1𝒆3)(𝑥2𝒆1 + 𝑦2𝒆2 + 𝑧2𝒆3) =

𝑦1𝑧2– 𝑦2𝑧1 𝒆1 + 𝑥2𝑧1– 𝑥1𝑧2 𝒆2 + 𝑥1𝑦2– 𝑦1𝑥2 𝒆3 =

=

𝒆1 𝒆2 𝒆3
𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

• 2D-ben: 𝒗 =
𝒆1 𝒆2
𝑥 𝑦 = 𝑦,−𝑥

• 4D-ben: (𝒗1, 𝒗2, 𝒗3) =

𝒆1 𝒆2
𝑥1 𝑦1

𝒆3 𝒆4
𝑧1 w1

𝑥2 𝑦2

𝑥3 𝑦3

𝑧2 w2

𝑧3 w3



Külső szorzat (Bármilyen D-ben)
• 2D: Terület körüljárással

𝒗1 ∧ 𝒗2 = 𝑥1𝒆1 + 𝑦1𝒆2 ∧ 𝑥2𝒆1 + 𝑦2𝒆2 = 𝑥1𝑦2– 𝑦1𝑥2 𝒆1 ∧ 𝒆2 =
𝑥1 𝑦1
𝑥2 𝑦2

𝒆1 ∧ 𝒆2

• 3D: Terület 3D orientációval

𝒗1 ∧ 𝒗2 = 𝑥1𝒆1 + 𝑦1𝒆2 + 𝑧1𝒆3 ∧ 𝑥2𝒆1 + 𝑦2𝒆2 + 𝑧2𝒆3 =

=

𝒆2 ∧ 𝒆3 𝒆3 ∧ 𝒆1 𝒆1 ∧ 𝒆2
𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝒗1 ∧ 𝒗2 ∧ 𝒗3 =

𝑥1 𝑦1 𝑧1

𝑥2 𝑦2 𝑧2

𝑥3 𝑦3 𝑧3

𝒆1 ∧ 𝒆2 ∧ 𝒆3

• Három szorzata: Térfogat körüljárással



Szirmay-Kalos László

Geometriák és algebrák
Analitikus geometriák

“Algebra is the offer made by the devil: Give
me your soul, give up geometry and you will 
have this marvelous machine.” 

Michael Francis Atiyah

../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe


Mindent számmal!

geometria

pont
sík

egyenes

illeszkedik
metszi

axiómák

algebra

számok

művelet

egyenlet

megfeleltetés

függvény

1 geometriához is
többféle algebra és 

megfeleltetés lehetséges!

Osztály:
Változók+
műveletek
objektumok

program

távolság



Analitikus geometriák: külső nézet

𝑥
𝑦

𝑤

𝑤 = 1

𝒂 = [𝑥, 𝑦, 𝑤]

Euklideszi: 𝑤 = 1

𝒑 = [𝑥, 𝑦, 1]

𝑥

𝑦

𝑤

𝑤 = 1

𝒂 = [𝑥, 𝑦, 𝑤]

Projektív

x

y

𝑤

𝑤 = 1

Elliptikus: 𝑥2+ 𝑦2 + 𝑤2 = 1

𝑥
𝑦

w

Hiperbolikus: 𝑥2+ 𝑦2 − 𝑤2 = −1

𝑤 = 1

Ambiens tér
Ambiens vektorok
• Összeadás
• Skálázás

Euk

Euk
Minkowski

Nem

metrikus



Metrika: Skaláris szorzás az ambiens térben

Metrika:

• Hossz: |𝒂|

• Szög: 𝛼

• Hossz: 𝒂 = 𝒂 ∙ 𝒂

• Szög: 𝛼 𝒂1, 𝒂2 = arccos
𝒂1∙𝒂2

𝒂1 |𝒂2|

• Két vektor akkor és csak akkor merőleges, ha skaláris szorzatuk zérus

Skaláris szorzás

𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝒂1 |𝒂2|cos(𝛼)
– Kommutatív, 
– Bilineáris (disztributív),
– Euklideszi geometria: 

𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2

𝒂1 ∙ 𝒂2 = skalár
– Kommutatív
– Bilineáris (disztributív)



Euklideszi síkgeometria
Skaláris szorzás az ambiens térben:

• Kommutatív: 𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒃 ∙ 𝒂

• Disztributív: 𝒂 ∙ (𝒃 + 𝒄) = 𝒂 ∙ 𝒃 + 𝒂 ∙ 𝒄

• Skálázás: (𝑠𝒂) ∙ 𝒃 = 𝑠(𝒂 ∙ 𝒃)

• Nem asszociatív

x

y

𝑤

𝑤 = 1

𝒒 𝒑

𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 +𝑤1𝑤2

Ambiens tér elemei:

• Pontok: 𝒑 = 𝑥, 𝑦, 1
Miért nem 𝑤 = 0?   Az eltolás nem volna lineáris leképzés

• Vektorok: 𝒗 = 𝒒 − 𝒑,  𝒗 = 𝑥, 𝑦, 0

• Egyéb 𝑤-k nem pontok és nem vektorok

𝒂 = 𝑥, 𝑦, 𝑤



Vektorok tulajdonságai

• Két pont különbsége: 𝒗 = 𝒒 − 𝒑

• Ambiens tér eleme: 𝒗 = 𝑥, 𝑦, 0

• Vektor hossza: 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒗 = 𝑥2 + 𝑦2

• Egységvektor: |𝒗0| = 1, 𝒗0 ∙ 𝒗0 = 1, 𝒗0 =
𝒗

𝑣∙𝒗

• Merőlegesség: 𝒗⊥∙ 𝒗 = 0, 𝑥⊥𝑥 + 𝑦⊥𝑦 = 0, 
𝒗⊥ = 𝑦,−𝑥, 0 𝜆

• Párhuzamosság: 𝒗∥= 𝜆𝒗, 𝒗∥= 𝑥, 𝑦, 0 𝜆



Egyenes: paraméteres egyenlet

x
y

w

𝑤 = 1 𝒒 𝒑

• Állandó sebességű mozgás koordinátákkal:

𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑤 𝑡 = 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 1 + 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦, 0 𝑡

• Két pont kombinációja: 𝒓 𝑡 = 𝒑 + 𝒒 − 𝒑 𝑡 = 𝒑 1 − 𝑡 + 𝒒𝑡

𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑤 𝑡 = 𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 1 1 − 𝑡 + 𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 1 𝑡

• Ambiens tér (origó, 𝒑, 𝒒) síkjának és a 𝑤 = 1 síknak metszete

𝒓
Állandó sebességű mozgás:  

𝒓 𝑡 = 𝒑 + 𝒗𝑡
Sebesség: ሶ𝒓 𝑡 = 𝒗
Gyorsulás: ሷ𝒓 𝑡 = 0
Sík görbülete zérus

𝒗



Egyenes implicit egyenletei

x
y

𝒑

• Implicit egyenlet: 𝒏 = 𝒗⊥  𝒏 ∙ 𝒗 = 0  𝒏 ∙ 𝒓 − 𝒑 = 0

[𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 0] ∙ 𝑥 − 𝑝𝑥, 𝑦 − 𝑝𝑦, 0 = 𝑛𝑥𝑥 + 𝑛𝑦𝑦 + 𝑑 = 0

ahol 𝑑 = −𝒏 ∙ 𝒑

• Ambiens tér egy eleme: 𝑵 = 𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑑

𝑵 ∙ 𝒓 = 𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑑 ∙ 𝑥, 𝑦, 1 = 𝑛𝑥 𝑥 + 𝑛𝑦𝑦 + 𝑑 = 0

𝒏

𝒓 𝒗w



Euklideszi térgeometria
• Ambiens tér 4 dimenziós: 𝒂 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤

• Skaláris szorzás: 𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 +𝑧1𝑧2 +𝑤1 𝑤2

• Pontok: 𝒑 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1

– Távolság: 𝑑 𝒑, 𝒒 = (𝒒 − 𝒑) ∙ (𝒒 − 𝒑)

– Szög: 𝛼 𝒖, 𝒗 = arccos
𝒖∙𝒗

𝒖 |𝒗|

• Vektorok: 𝒗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 0

– Hossz: 𝒗 = 𝒗 ∙ 𝒗 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

• Egyenes: 𝒓 𝑡 = 𝒑 + 𝒗𝑡



Sík
• Egy 𝒑 pontot tartalmazó, 𝒂 és 𝒃 nem párhuzamos vektorok által 

kifeszített 2D altér (𝑢, 𝑣 valós paraméterek):

𝒓 𝑢, 𝑣 = 𝒑 + 𝒂𝑢 + 𝒃𝑣

• Legyen 𝒏 az 𝒂 és 𝒃 vektorokra merőleges vektor:

𝒏 ∙ 𝒓 − 𝒑 = 0  𝒏 ∙ 𝒓 + 𝑑 = 0, ahol 𝑑 = −𝒏 ∙ 𝒑

• Ambiens tér egy eleme: 𝑵 = 𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧, 𝑑

𝑵 ∙ 𝒓 = 𝑛𝑥 , 𝑛𝑦, 𝑛𝑧, 𝑑 ∙ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1 = 𝑛𝑥𝑥 + 𝑛𝑦𝑦 + 𝑛𝑧𝑧 + 𝑑 = 0

• Két sík megegyezik, ha 𝑵1 = 𝑵2𝜆



Vektor/Pont/Sík/RGBA osztály
struct vec4 {

float x, y, z, w; // Euc.vector: w=0; point: w=1; plane: w=d

vec4(float x0, float y0, float z0, float w0) {

x = x0; y = y0; z = z0, w = w0;

}  

vec4 operator*(float s) { return vec4(x*s, y*s, z*s, w*s); }

vec4 operator+(vec4 v) { 

return vec4(x + v.x, y + v.y, z + v.z, w + v.w);

}

vec4 operator-(vec4 v) { 

return vec4(x - v.x, y - v.y, z - v.z, w – v.w);

}

vec4 operator*(vec4 v) const { // only for colors

return vec4(x * v.x, y * v.y, z * v.z, w * v.w);

}

};



vec4 műveletek
float dot(vec4 a, vec4 b) { // for Euc.vectors or for point&plane

return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + a.w * b.w; 

}

float length(vec4 v) { 

return sqrtf(dot(v, v)); 

}

vec4 normalize(vec4 v) { 

return v * (1/length(v)); 

}

vec4 lerp(vec4 p, vec4 q, float t) {

return p * (1 - t) + q * t; 

}



3D vektor/Pont/RGB
struct vec3 {

float x, y, z; // Euklideszi geometria pontja vagy vektora

vec3(float x0, float y0, float z0) { x = x0; y = y0; z = z0; }

vec3 operator*(float a) { return vec3(x * a, y * a, z * a); }

vec3 operator+(vec3 v) { return vec3(x + v.x, y + v.y, z + v.z); }

vec3 operator-(vec3 v) { return vec3(x - v.x, y - v.y, z - v.z); }

vec3 operator*(vec3 v) { return vec3(x * v.x, y * v.y, z * v.z); }

};

float dot(vec3 v1, vec3 v2) { // for vectors

return (v1.x * v2.x + v1.y * v2.y + v1.z * v2.z); 

} 

vec3 cross(vec3 v1, vec3 v2) { // for vectors

return vec3(v1.y * v2.z - v1.z * v2.y,

v1.z * v2.x – v1.x * v2.z,

v1.x * v2.y – v1.y * v2.x);

}



Projektív sík analitikus geometriája

𝑋

𝑌

𝑤 𝑤 = 1
[𝑋, 𝑌, 𝑤]

𝑥

𝑦

𝑥, 𝑦 → 𝑥, 𝑦, 1 ~ 𝑥 ∙ 𝑤, 𝑦 ∙ 𝑤, 𝑤 = [𝑋, 𝑌, 𝑤]

Homogén osztás: 𝑥 =
𝑋

𝑤
, 𝑦 =

𝑌

𝑤

Euklideszi pontok:

𝑥, 𝑦

Ideális pontok:

[𝑋, 𝑌, 0]

[𝑋, 𝑌, 0]

𝑤 ≠ 0



Homogén koordináták

x

y

𝑥, 𝑦, 1
2𝑥, 2𝑦, 1 ~ 𝑥, 𝑦, 1/2

𝑥, 𝑦, 1/3

𝑥, 𝑦, 0

Ideális 
pontIrány + inverz távolság skálázás

−𝑥,−𝑦, 1 ~ 𝑥, 𝑦, −1

𝑥, 𝑦, −1/2
Ideális 
pont

𝑥, 𝑦, 0

Möbius



Projektív egyenes parametrikus egyenlete

𝑋

𝑌

𝑤

𝑤 = 1

[𝑋1, 𝑌1, 𝑤1]

[𝑋2, 𝑌2, 𝑤2]

𝑋 𝑡 , 𝑌 𝑡 , 𝑤 𝑡 = 𝑋1, 𝑌1, 𝑤1 1 − 𝑡 + 𝑋2, 𝑌2, 𝑤2 𝑡



• Euklideszi egyenes, Descartes koordináták:
𝑛𝑥𝑥 + 𝑛𝑦𝑦 + 𝑑 = 0

• Euklideszi egyenes, homogén koordináták:
𝑛𝑥𝑋/𝑤 + 𝑛𝑦𝑌/𝑤 + 𝑑 = 0 𝑤 ≠ 0

• Euklideszi egyenes:    
𝑛𝑥𝑋 + 𝑛𝑦𝑌 + 𝑑𝑤 = 0 𝑤 ≠ 0

𝑋, 𝑌, 𝑤 = 0

Egyenes implicit egyenlete

×
Projektív egyenes:    

Pont: sorvektor

Egyen
es:

o
szlo

p
vekto

r

𝑛𝑥
𝑛𝑦
𝑑



Dualitás
• Ha egy tétel pontok és egyenesek viszonyáról szól, akkor a pont és 

egyenes felcserélhetők benne.

• 2D pont: 3 elemű sorvektor, homogén

– 2D projektív sík pont  3D euklideszi tér origót metsző egyenes

• 2D egyenes: 3 elemű oszlopvektor, homogén

– 2D projektív sík egyenes  3D euklideszi tér origót metsző egyenes

• 2D egyenes egyenlete:
𝒑 ∙ 𝒍 = 0

– 2D pont 3D vektora merőleges a 2D egyenes 3D vektorára



Metszés és illeszkedés
• 𝒑1 és 𝒑2 pontra illeszkedő 𝒍 egyenes:

• 𝒍1 és 𝒍2 egyenes 𝒑 metszéspontja:

• 𝒑 ponton átmenő 𝑳 egyenesre merőleges 𝒍 egyenes
(𝑳∗ = 𝑳-ből a w törlése)

𝒑1 ∙ 𝒍 = 0, 𝒑2∙ 𝒍 = 0 → 𝒍 = 𝒑1 × 𝒑2
𝒍 ⊥ 𝒑1 𝒍 ⊥ 𝒑2

𝒑 ∙ 𝒍1 = 0, 𝒑 ∙ 𝒍2 = 0 → 𝒑 = 𝒍1 × 𝒍2
𝒑 ⊥ 𝒍1 𝒑 ⊥ 𝒍2

𝒑 ∙ 𝒍 = 0, 𝒍𝑋𝑳𝑋 + 𝒍𝑌𝑳𝑌 = 𝒍 ∙ 𝑳∗ = 0 → 𝒍 = 𝒑 × 𝑳∗



Euler egyenes
vec3 v[0] = vec3(x0,y0,1), v[1] = vec3(x1,y1,1), v[2] = vec3(x2,y2,1); 

m[2] = v[0] + v[1]; // midpoints

m[0] = v[1] + v[2];

m[1] = v[2] + v[0];

e[0] = cross(v[1], v[2]); // edges

e[1] = cross(v[2], v[0]); 

e[2] = cross(v[0], v[1]); 

for (int i = 0; i < 3; i++) {

median[i] = cross(v[i], m[i]); 

altitude[i] = cross(v[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0)); 

bisector[i] = cross(m[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0));

}

centroid = cross(median[0], median[1]); 

orthocenter = cross(altitude[0], altitude[1]); 

circumcenter = cross(bisector[0], bisector[1]);

euler = cross(centroid, circumcenter); // Euler's line

../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe


Projektív tér homogén koordinátákkal
• Euklideszi pontok:  𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑥, 𝑦, 𝑧, 1 ~ 𝑥 ∙ 𝑤, 𝑦 ∙ 𝑤, 𝑧 ∙ 𝑤,𝑤 = 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑤

• Homogén osztás: 𝑥 =
𝑋

𝑤
, 𝑦 =

𝑌

𝑤
, 𝑧 =

𝑍

𝑤

• Ideális pontok: [𝑋, 𝑌, 𝑍, 0]

• Egyenes paraméteres egyenlete: 
𝑋 𝑡 , 𝑌 𝑡 , 𝑍 𝑡 , 𝑤 𝑡 = 𝑋1, 𝑌1, 𝑍1, 𝑤1 1 − 𝑡 + 𝑋2, 𝑌2, 𝑍2, 𝑤2 𝑡

• Sík implicit egyenlete: 
𝑛𝑥𝑋 + 𝑛𝑦𝑌 + 𝑛𝑧𝑍 + 𝑑𝑤 = 0



Pont/Sík/RGBA osztály
struct vec4 {

float x, y, z, w; 

vec4(float x0, float y0, float z0, float w0) {

x = x0; y = y0; z = z0, w = w0;

}

vec4(vec3 v) { x = v.x; y = v.y; z = v.z, w = 1; }  // Euk->Proj

operator vec3() { return vec3(x/w, y/w, z/w); } // Proj->Euk

};

float dot(vec4 a, vec4 b) { // point and plane

return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + a.w * b.w; 

}

vec4 lerp(vec4 p, vec4 q, float t) { return p * (1 - t) + q * t; }



Szirmay-Kalos László

Geometriák és algebrák
Nemeuklideszi geometriák

„A paralellákat azon az úton ne próbáld; tudom én azt az utat is 
mindvégig - külön meg mértem azt a feneketlen éjszakát én is, 
az életemnek minden világossága, minden öröme kialudt benne 
- az Istenre kérlek! haggy békét a paralelláknak.”

Bolyai Farkas



Analitikus geometriák: külső nézet

𝑥
𝑦

𝑤

𝑤 = 1

𝒂 = [𝑥, 𝑦, 𝑤]

Euklideszi: 𝑤 = 1

𝒑 = [𝑥, 𝑦, 1]

𝑥

𝑦

𝑤

𝑤 = 1

𝒂 = [𝑥, 𝑦, 𝑤]

Projektív

x

y

𝑤

𝑤 = 1

Elliptikus: 𝑥2+ 𝑦2 + 𝑤2 = 1

𝑥
𝑦

w

Hiperbolikus: 𝑥2+ 𝑦2 − 𝑤2 = −1

𝑤 = 1

Ambiens tér
• Összeadás
• Skálázás

Euk

Euk
Minkowski

Nem

metrikus



Gömbi/elliptikus geometria
Skaláris szorzás az euklideszi ambiens térben:

𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 +𝑤1 𝑤2

Ambiens tér elemei:

• Pontok: 𝒑 ∙ 𝒑 = 1, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑤2 = 1

• Vektorok a 𝒑 pontban: 𝒑 ∙ 𝒗 = 0

• 𝒑 𝑡 ∙ 𝒑 𝑡 = 1 → ሶ𝒑 𝑡 ∙ 𝒑 𝑡 + 𝒑(𝑡) ∙ ሶ𝒑(𝑡) = 0

• A vektorok mások a tér különböző pontjaiban

• A vektor a pont tangens terének eleme

𝑦

𝑤

𝑤 = 1
𝒑 tangens

tere

𝑥

𝒑𝒗

𝒗
𝒑



Egyenes

• Gömbön marad:

𝒓 𝑡 ∙ 𝒓 𝑡 = 𝒑 ∙ 𝒑 cos2t + 𝒗0∙ 𝒗0 sin2𝑡 + 2𝒑 ∙ 𝒗0 sin 𝑡 cos 𝑡 = 1

• Egységsebességű mozgás:  

ሶ𝒓 𝑡 = −𝒑 sin 𝑡 + 𝒗0 cos 𝑡,   ሶ𝒓 𝑡 ∙ ሶ𝒓 𝑡 = 1

• Ambiens tér (origó, 𝒑, 𝒒) síkjának és a geometria metszete

• Gauss görbület: ሷ𝒓 𝑡 = −𝒓 𝑡  𝐾 = ሷ𝒓𝑚𝑖𝑛 ∙ ሷ𝒓𝑚𝑎𝑥 = 1

Egységsebességű mozgás:  

𝒓 𝑡 = 𝒑 cos 𝑡 + 𝒗0 sin 𝑡

Gömbi kombináció (slerp):

𝒓 𝑡𝑑 = 𝒑
sin 1 − 𝑡 𝑑

sin 𝑑
+ 𝒒

sin 𝑡𝑑

sin 𝑑

y

w

𝒗

x

𝒑

𝒒

𝑡
𝒑

𝒗0

𝒓 𝑡

ሶ𝒓 𝑡
ሷ𝒓 𝑡

𝑡: távolság



Távolság
Távolság 𝑑 𝒑, 𝒒 : egységsebességű egyenesvonalú mozgás ideje:  

𝒓 𝑑 = 𝒑 cos 𝑑 + 𝒗0 sin 𝑑 = 𝒒

𝒓 ∙ 𝒑 = 𝒑 ∙ 𝒑 cos 𝑑 + 𝒗0∙ 𝒑 sin 𝑑 = cos 𝑑 = 𝒒 ∙ 𝒑

Kombináció:

𝒗0=
𝒒 − 𝒑 cos𝑑

sin 𝑑

𝒓 𝑡𝑑 = 𝒑 cos 𝑡𝑑 + 𝒗0 sin 𝑡𝑑 =
𝒑 (cos 𝑡𝑑 sin 𝑑−cos 𝑑 sin 𝑡𝑑)+𝒒 sin 𝑡𝑑

sin 𝑑
= 𝒑

sin 1−𝑡 𝑑

sin 𝑑
+ 𝒒

sin 𝑡𝑑

sin 𝑑

Kör implicit egyenlete:

𝑅 = 𝑑 𝒓, 𝒄 = arccos 𝒓 ∙ 𝒄 → 𝒓 ∙ 𝒄 = cos𝑅

𝑑 𝒑, 𝒒 = arccos(𝒒 ∙ 𝒑)

sin 1 − 𝑡 𝑑



Hiperbolikus geometria
Skaláris szorzás Lorentz szorzat:

Ambiens tér: Minkowski tér

𝒂1 ∙ 𝒂2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 − 𝑤1𝑤2

Ambiens tér elemei:

• Pontok: 𝒑 ∙ 𝒑 = −1, 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑤2 = −1 és 𝑤 ≥ 0

• Vektorok a 𝒑 pontban: 𝒑 ∙ 𝒗 = 0

• A vektorok mások a tér különböző pontjaiban
• A vektor a pont tangens terének eleme

𝑥
𝑦

𝑤 = 1

Tangens
tér

𝒑

𝒗



Egyenes

• Hiperboloidon marad:

𝒓 𝑡 ∙ 𝒓 𝑡 = 𝒑 ∙ 𝒑 cosh2t + 𝒗0∙ 𝒗0 sinh2𝑡 + 2𝒑 ∙ 𝒗0 sinh 𝑡 cosh 𝑡 = −1

• Egységsebességű mozgás:  
ሶ𝒓 𝑡 = 𝒑 sinh 𝑡 + 𝒗0 cosh 𝑡
ሶ𝒓 𝑡 ∙ ሶ𝒓 𝑡 = 𝒑 ∙ 𝒑 sinh2t + 𝒗0 ∙ 𝒗0 cosh2𝑡 + 2𝒑 ∙ 𝒗0 sinh 𝑡 cosh 𝑡 = 1

• Ambiens tér (origó, 𝒑, 𝒒) síkjának és a geometria metszete

• Gauss görbület: ሷ𝒓 𝑡 = 𝒓 𝑡  𝐾 = ሷ𝒓𝑚𝑖𝑛 ∙ ሷ𝒓𝑚𝑎𝑥 = −1

Egységsebességű mozgás:  𝒓 𝑡 = 𝒑 cosh 𝑡 + 𝒗0 sinh 𝑡

Hiperbolikus kombináció: 𝒓 𝑡 = 𝒑
sinh 1−𝑡 𝑑

sinh 𝑑
+ 𝒒

sinh 𝑡𝑑

sinh 𝑑x
y

𝑤 = 1

𝒑𝒒

𝒗



Távolság
Távolság 𝑑 𝒑, 𝒒 : egységsebességű egyenesvonalú mozgás ideje:  

𝒓 𝑑 = 𝒑 cosh𝑑 + 𝒗0 sin 𝑑 = 𝒒

𝒓 ∙ 𝒑 = 𝒑 ∙ 𝒑 cosh𝑑 + 𝒗0∙ 𝒑 sinh𝑑 = −cosh𝑑 = 𝒒 ∙ 𝒑

Kombináció:

𝒗0=
𝒒 − 𝒑 cosh𝑑

sinh𝑑

𝒓 𝑡𝑑 = 𝒑 cosh 𝑡𝑑 + 𝒗 sinh 𝑡𝑑 =
𝒑 (cosh 𝑡𝑑 sinh 𝑑−cosh 𝑑 sinh 𝑡𝑑)+𝒒 sinh 𝑡𝑑

sinh 𝑑

Kör implicit egyenlete:

𝑅 = 𝑑 𝒓, 𝒄 = arccosh −𝒓 ∙ 𝒄 → 𝒓 ∙ 𝒄 = −cosh 𝑅

𝑑 𝒑, 𝒒 = arccosh(−𝒒 ∙ 𝒑)



Euklideszi GömbiHiperbolikus

Összehasonlítás



vec4 műveletek
float s = 1; // 1: Euclidean; -1: Minkowski

float dot(vec4 a, vec4 b) { // affects length and normalize

return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + s * a.w * b.w; 

}

float length(vec4 v) { return sqrtf(dot(v, v)); }

vec4 normalize(vec4 v) { return v * 1/length(v)); }

vec4 lerp(vec4 p, vec4 q, float t) { return p * (1-t) + q * t; }

vec4 slerp(vec4 p, vec4 q, float t) {     

float d = acos(dot(p, q)); // distance

return p * (sin((1-t) * d) / sin(d)) + q * (sin(t * d) / sin(d)); 

}

vec4 hlerp(vec4 p, vec4 q, float t) {     

float d = acosh(-dot(p, q)); // distance

return p * (sinh((1-t) * d) / sinh(d)) + q * (sinh(t * d) / sinh(d)); 

}



Nem-euklideszi sík analitikus geometriája
• Ambiens koordináták

– Metrika (távolság, szög) = skaláris szorzás, ami hiperbolikus geometriában 
Lorentz szorzat

– Vektorok halmaza attól függ, hogy hol vagyunk

• Egyenes: 
– Állandó sebességű mozgás

– Legrövidebb út

• A gömbi és hiperbolikus geometria majdnem ugyanolyan, csak 
néhol előjelet kell váltani és a sin-t sinh-ra kell kicserélni.



Geometriák és algebrák
Felületek topológiája

Szirmay-Kalos László

“Point set topology is a disease from 
which the human race will soon recover.”

Henri Poincaré

../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln


Topológia
• Geometriai objektumok olyan tulajdonságai, 

amelyek megmaradnak folytonos deformáció 
során (invertálható folytonos függvény).

• Gyurmázás ragasztás és szakítás nélkül: 
homeomorf

• Alkalmazás:
– Lehet a teljes objektumról (pl. gömbről) folytonos 

térképet csinálni?
– Létezhet a valóságban egy test (érvényes)?
– Hogyan tapétázzunk képet egy objektumra?
– Hány ötszögből lehet focilabdát varrni?
– Hogyan nyerjünk Field medált és 1 millió USD-t és 

hogyan utasítsuk vissza?



Példa: kör és négyzet
• Rossz megoldás: polár szögek

• Jó megoldás:

𝑅

𝑥

𝑦

𝑟

𝜑 = 2𝜋
𝑟 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝜑 = atan(𝑦, 𝑥)

𝑥 = 𝑟cos(𝜑), 𝑥 = 𝑟sin(𝜑)

𝑅

𝑥

𝑦 (𝑋, 𝑌) =
(𝑥, 𝑦) 𝑥2 + 𝑦2

max( 𝑥 , 𝑦 )

𝑋

𝑌

(𝑥, 𝑦) =
(𝑋, 𝑌)max( 𝑋 , 𝑌 )

𝑋2 + 𝑌2

+ A (0,0) helyben marad



Euklideszi sík, hiperbolikus sík, 
nyílt körlap, nyílt négyzet

𝑥
𝑦

Euklideszi: 
𝑤 = 1

Hiperbolikus: 

𝑥2+ 𝑦2 −𝑤2 = −1 Hiperbolikus  Euklideszi: 
𝑥, 𝑦, 𝑤 → (𝑥, 𝑦, 1)

Euklideszi  Hiperbolikus: 

(𝑥, 𝑦, 1) → 𝑥, 𝑦, 𝑥2 + 𝑦2 + 1

𝑥

𝑦

w

𝑤 = 0

Körlap: 
𝑤 = 1

Hiperbolikus  Körlap: 
𝑥, 𝑦, 𝑤 → (𝑥/𝑤, 𝑦/𝑤, 1)

Körlap  Hiperbolikus: 

(𝑥, 𝑦, 1) →
(𝑥, 𝑦, 1)

1 − 𝑥2 − 𝑦2

w



Projektív sík, elliptikus sík, zárt körlap

𝑥

𝑦

𝑤

𝑤 = 1

Projektív

x

y

𝑤

𝑤 = 1

Elliptikus



Irányíthatóság: jobb-bal értelmezhető

Euklideszi, Hiperbolikus
Irányítható

Projektív, Elliptikus
Nem irányítható



Euler karakterisztika: 𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 𝜒

• 𝑐: Csúcsok száma. Csúcs = pont, amelyben élek találkoznak.

• 𝑒: Élek száma. Él = folytonos vonal, amely két (nem feltétlenül különböző) 
csúcsban végződik. Egy él legfeljebb két lap közös határa (határoltság). Élek nem 
metszik saját magukat és egymást.

• 𝑙: Lapok száma. A lapot egy él-csúcs sorozat határolja. Lapok lemezzé 
deformálhatók.

• Az Euler karakterisztika és a határoltság nem változik, ha a felületet deformáljuk.



Az Euler karakterisztika invariáns

• 𝜒 csak felület topológiájától függ, amelyre a 
csúcsokat, éleket és lapokat felrajzoltuk. 

𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 𝜒

+1 −1
+1−1



• Gömb és a lyuk nélküli testek:   

NH, I, 1 − 1 + 2 = 2

• Lemez:  Nincs folytonos föld térkép!

H, I, 4 − 4 + 1 = 1

• Gömb+Lyuk:   

H, I, 1 − 1 + 1 = 1

𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 𝜒

A

B C

D

a

b

c

d

Karakterisztikák



Karakterisztikák
• Henger:   

H, I,   2 − 3 + 1 = 0

• Tórusz + 1 testlyukas testek:

NH, I, 1 − 2 + 1 = 0

• 2 testlyukas testek:

NH, I 3 − 6 + 1 = −2

𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 𝜒
A

B B’

A’

a

b

a’

d

A

A’

A’

a

d’

a’

d

A’

A

B

A



Karakterisztikák
• Möbius szalag:  

H, NI,   2 − 3 + 1 = 0

• Klein kancsó:

NH, NI, 1 − 2 + 1 = 0

• Projektív sík, Boy, Steiner:   

NH, NI, 2 − 2 + 1 = 1

𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 𝜒

A

A’

A’

a

d’

a’

d

A’

A

B A’

a

b

a’

d
B’

A

B A’

a

d’

a’

d
B’

A

B



Adidas labda

𝜒 = 2 = 𝑐 − 𝑒 + 𝑙 =
5𝑃 + 6𝐻

3
−
5𝑃 + 6𝐻

2
+ 𝑃 + 𝐻

=
10𝑃 + 12𝐻 − 15𝑃 − 18𝐻 + 6𝑃 + 6𝐻

6
=
𝑃

6

𝑃 = 12



• 3D tartományt fog közre, a felület nem metszi magát

• Euler karakterisztika (Euler-Poincaré): 

𝜒 = 𝑐 − 𝑒 + 𝑙 = 2(𝑛 − 𝑔)

• 𝑛: A különálló darabok; 𝑔: testlyukak száma
• Euler karakterisztika ∙ 2𝜋 = teljes görbület (Descartes)

…

Nem határolt, korlátos, irányítható 
felületek osztályozása

Egyszeresen 
összefüggő



Szirmay-Kalos László

Automatikus deriválás

“Navigare necesse est,
vivere non est necesse.” 
Cnaeus Pompeius Magnus



Inverz feladatok

gépi látás

képszintézis

Kép
Virtuális világ modell

Függvény inverz

𝑓 ∙ :
képszintézis

𝑥:
modell

𝑦 = 𝑓(𝑥) 𝑦:
kép

x képe és 
input kép 
közti hiba

𝑥𝑥∗

Tórusz 𝑅, 𝜌 sugarakkal

𝑅 − 𝑥2 + 𝑦2
2
+ 𝑧2 − 𝜌2 = 0



𝑓′(𝑥) ≈
𝑓 𝑥 + ∆ − 𝑓(𝑥)

∆

𝑓(𝑥)𝑥 𝑥 + ∆ 𝑥 + ∆1234.569?????

−1234.567?????

0.002?????

7 értékes jegy

7 értékes jegy

1 értékes jegy

Hogyan NE deriváljunk!

Kivonás: 

sin 𝑡 sin 𝑡 + 3 4

tan cos 𝑡 + 2



• Tanítsuk meg a C++-t deriválni (is)!

• Hiperszám: 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝒊, ahol
– 𝒊2 = −1 : komplex szám; 𝒊2 = 1 : hiperbolikus szám;

– 𝒊2 = 0 : duális szám, a deriváláshoz ez kell

(x1+y1i) ± (x2+y2i) = (x1 ± x2) + (y1 ± y2)i

(x1+y1i)(x2+y2i) = (x1x2) + (x1y2+y1x2)i +(y1y2)i
2

x1+y1i

x2+y2i
=

x1+y1i x2−y2i

x2+y2i x2−y2i
=
x1x2+ y1x2−x1y2 i− y1y2 i2

𝑥2
2 − 𝑦2

2i2

(William) Clifford algebra: Hiperszám

függvény össz/kül össz/kül deriváltjaössz/különb

függvény szorzat szorzat deriváltjaszorzat

függvény hányados

hányados 
deriváltjahányados

függvény derivált

=
x1

𝑥2
+
y1x2−x1y2

𝑥2
2 i



Miért működik?
Taylor sor: 
𝑓 𝑥 + 𝜀 = 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝜀 + 𝑓𝑟 𝑥, 𝜀 𝜀2

𝑔 𝑥 + 𝜀 = 𝑔 𝑥 + 𝑔′ 𝑥 𝜀 + 𝑔𝑟 𝑥, 𝜀 𝜀2

𝑓𝑔 𝑥 + 𝜀 = 𝑓𝑔 𝑥 + 𝑓𝑔 ′ 𝑥 𝜀 + (𝑓𝑔)𝑟𝜀2

𝑓 𝑥 + 𝜀 𝑔 𝑥 + 𝜀 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 𝑔′ 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝑔 𝑥 𝜀 + (𝑓𝑔)𝑟𝜀2

Elsőrendű közelítés:
𝑓 𝑥 + 𝜀 ≈ 𝑓 𝑥 + 𝑓′ 𝑥 𝜀, 𝜀2 = 0



Duális szám osztály
struct Dnum {

float f, d; // function and derivative values

Dnum(float f0, float d0 = 0) { // constant’ = 0

f = f0, d = d0; 

}

Dnum operator+(Dnum r) { return Dnum(f + r.f, d + r.d); }

Dnum operator-(Dnum r) { return Dnum(f - r.f, d - r.d); }

Dnum operator*(Dnum r) { return Dnum(f * r.f, f * r.d + d * r.f); }

Dnum operator/(Dnum r) {

return Dnum(f / r.f, (d * r.f – f * r.d) / r.f / r.f);

}

};



Duális szám alkalmazása
• Deriválás nélkül:

• Deriválással együtt:

• Deriválással együtt szebben, kihasználva a default
paraméterezést a konstruktorban:

float t = value;

float F = t * a / (t * t + b);

Dnum F = Dnum(t,1) * Dnum(a,0) /

(Dnum(t,1) * Dnum(t,1) + Dnum(b,0));

Dnum t(value, 1);

Dnum F = t * a / (t * t + b); 



Elemi függvény
float F, x, y, a;

…

F = 3 * t + a * sin(t); 

struct Dnum {

float f, d; // function and derivative values

Dnum(float f0, float d0 = 0) { f = f0, d = d0; }

…

};

Dnum Sin(float t) { return Dnum(sinf(t), cosf(t)); }

Dnum Cos(float t) { return Dnum(cosf(t), -sinf(t)); }

… 



Összetett függvény
float F, x, y, a;

…

F = 3 * t + a * sin(t) + cos(y * log(t) + 2); 

struct Dnum {

float f, d; // function and derivative values

Dnum(float f0, float d0 = 0) { f = f0, d = d0; }

…

};

Dnum Sin(Dnum g) { return Dnum(sinf(g.f), cosf(g.f) * g.d); }

Dnum Cos(Dnum g) { return Dnum(cosf(g.f), -sinf(g.f) * g.d); } 

Dnum Tan(Dnum g) { return Sin(g)/Cos(g); } 

Dnum Log(Dnum g) { return Dnum(logf(g.f), 1/g.f * g.d); }

Dnum Exp(Dnum g) { return Dnum(expf(g.f), expf(g.f) * g.d); }

Dnum Pow(Dnum g, float n) { 

return Dnum(powf(g.f, n), n * powf(g.f, n - 1) * g.d);

}

d𝑓(𝑔 𝑡 )

d𝑡
=
d𝑓

d𝑔
∙
d𝑔

d𝑡



Többváltozós függvények
template<class T> struct Dnum {

float f; // function value

T d;  // derivatives

Dnum(float f0, T d0 = T(0)) { f = f0, d = d0; }

Dnum operator+(Dnum r) { return Dnum(f+r.f, d+r.d); }

Dnum operator*(Dnum r) { return Dnum(f*r.f, f*r.d + d*r.f); }

Dnum operator/(Dnum r) { return Dnum(f/r.f, (d*r.f–f*r.d)/r.f/r.f); }

};

template<class T> Dnum<T> Exp(Dnum<T> g) { 

return Dnum<T>(expf(g.f), expf(g.f) * g.d); 

}

F(x,y,z) gradiense:
float x, y, z;

Dnum<vec3> X(x,vec3(1,0,0)), Y(y,vec3(0,1,0)), Z(z,vec3(0,0,1));

Dnum<vec3> F = X*X/a + Y*Y/b + Z*Z/c – 1;

vec3 grad = F.d; 



Mire jó? Pálya animáció

Pálya:

void Animate(float tt) {

Dnum t(tt, 1);

Dnum x = Sin(t)*(Sin(t)+3)*4 / (Tan(Cos(t))+2);

Dnum y = (Cos(Sin(t)*8+1)*12+2)/(Pow(Sin(t)*Sin(t),3)+2);

vec2 position(x.f, y.f), velocity(x.d, y.d);

vec2 heading = normalize(velocity); 

Draw(position, heading);

}

𝑥 𝑡 =
sin 𝑡 sin 𝑡 +3 4

tan cos 𝑡 +2
, 𝑦 𝑡 =

(cos sin(𝑡) 8+1)12+2

(sin 𝑡 sin 𝑡 )3+2

(𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 )

𝒗(𝑡) = ( ሶ𝑥 𝑡 , ሶ𝑦 𝑡 )heading

position

file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/DoubleNumber/bin/Skeleton.exe
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/DoubleNumber/bin/Skeleton.exe
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Frenet/bin/Skeleton.exe
file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Frenet/bin/Skeleton.exe


Automatikus deriválás

• Komplex számhoz hasonló osztály (duális szám, 
Clifford algebra)

– Valós rész a függvényérték

– Imaginárius rész, a derivált értéke

• Operátor overload-dal a deriválási szabályok

• Elég csak a függvényt leprogramozni, a derivált 
automatikusan számolódik


