”In jeder besonderen Naturlehre nur so viel

eigentliche Wissenschaft angetroffen werden

kénne, als darin Mathematik anzutreffen ist”
Immanuel Kant

Geometriak és algebrak
Klasszikus geometriak

Szirmay-Kalos Laszl6



Euklidészi
sikgeometria

Axiomak: tapasztalat + valldsos hit
- Alapfogalmak implicit definicidja
- Tételek kiindulasi pontja

Euklideszi sikgeeometria axiomai:

1.
2.
3.

4.

Két pont meghataroz egy egyenest.

Egy egyenesnek van legaldabb két pontja.

Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at
egy nem metsz6 egyenes huzhaté (parhuzamos).
Atmozgathat6 (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (a sik homogén és izotrdop).

A részek Osszege az egész mérete.
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szogben metsz <> két masik egyenes
parhuzamos.
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Euklidészi
sikgeometria

Axiomak: tapasztalat + valldsos hit
- Alapfogalmak implicit definicidja
- Tételek kiindulasi pontja

T1. Két kulonboz6 egyenes legfeljebb
egy pontban metszi egymast

oo

Euklideszi sikgeometria axiomai:

1. Két pont meghataroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

3. Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at
egy nem metsz6 egyenes huzhaté (parhuzamos).

4. Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (a sik homogén és izotrdop).

5. A részek 6sszege az egész mérete.

T2. Ha egy egyenes két masikat ugyanolyan
szogben metsz <> két masik egyenes

parhuzamos. r/

/

v

T3. A haromszog szogosszege 180 fok

—
--
--_

T4. Pitagorasz: a+b? = ¢?

T5. Kor kerulete: 21tR




J6 az euklideszi geometria
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Gorbék gorbulete: k

M
a

(% cp

. Egységszebességl'j mozgas centripetalis gyorsulas:
1%
acp — E

e (Masodrendben) simulokor sugaranak reciproka



FellUletek: f6 gorbuleti iranyok és
Gauss gorbulet (Krimmung)

K =Kk, = Amin ° Amax

Theorema Egregium: K attol fugg, hogy a felileten hogyan meérink
szoget és tavolsagot, és fluggetlen a felllet térbeli alakjatol.



x| Gauss gorbulet: K =,
| T i)
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Gombi geometria

x?+ y?+z¢ = R?

* Allandé pozitiv gérbiilet
K =1/R?

* Miaz egyenes?
fokor = legrovidebb ut

 Tavolsag? ivhossz

RO = 0/VK

Euklidészi geometria axiomai nem jok:

1.

2.
3.

Két pont nem mindig hataroz meg
egyértelmden egy egyenest.

Egy egyenesnek van legaldabb két pontja.
Két egyenes mindig metszi egymast két
pontban.

Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (homogén és izotrop).

A részek Osszege az egész mérete




Elliptikus geometria

Allandé pozitiv gérbiilet
Egyenes=f6kor=legrovidebb ut

Haromszog sz6gosszeg > 180°
(terllettel aranyosan)
Haromszog terilete:
T=(+pf+y—n)/K
Derékszogl haromszog:
a* + b* > c?

j—% sin(rvkK)

Kor kerilete:

Csak a parhuzamossagi axioma nem jo:

1.

2.
3.

Két pont (=atmér6) meghataroz egy
egyenest (=geodétikus, f6kor).

Egy egyenesnek van legalabb két pontja.
Két egyenes mindig metszi egymast egy
pontban (=atmérd).

Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (homogén és izotrdp)

A részek Osszege az egész mérete




Oldalnézet

FelUlnézet

Kor kerulete gombi

= j—;\i sin(rvK)

geometriaban
e K = 1/R2 Tanu.lség,.ok:
e Kilépliink a 3D bedgyazé
e r=R. 9 térbe és onnan nézzuk
_ * 3D euklideszi geometria
* p = R SlI’l(@) alapjan okoskodunk
* 3D helyett vetileteket
Kerilet = 2wt p I
_ * Avetileteken a szog,
= 27R SIH(H) hossz, tipus mas lehet
r 2D euklideszi térkép
= 21R sin (E)



Egy jO térkeép ...
Euklideszi

Valodi helyek és utak
— Egy-egy értelmd folytonos leképzés

Orientdcid (jobbra/balra) valadi

Valédi egyenes/kor annak latszik
Szogtarto
Tavolsagarany tarto
Teruletarany tarto

Gauss gorbllet
megegyezik

Topologiai
hasonldsag

| Geometriai
hasonldsag




GOmb vetitése a sikra

e

Kb6zéppontos vetités Sztereografikus vetités
e Csak a fels6 félgombot e A déli pdlus kivételével egészet
* Egyenestartas: targy és vetitésugarak * Nem egyenestartd
egy sikban, vetilet ennek és a képsiknak a e Kortarto és szogtarto
metszete * Nem tavolsagtarto
* Nem kor-, sz6g- és tavolsagtarto e Beltrami-Poincaré

e Beltrami-Klein



@ = hosszusag
0 = szélesség

X =

z =log (tan <

7T+9
4 2

)
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H Omogé n/izot rép  Minden pontban, minden iranyban az

erintékor sugara és ,volgység” allandé.

geo m etr| é k e K =két ugyanolyan vektor skalarszorzata

Gomb Sik ??
Elliptikus geometria Euklideszi geometria Hiperbolikus geometria
0 nem metsz8 egyenes 1 nem metsz6 egyenes- tobb nem metszs egyenes

$ \ ¢ $

K>0 K=0 K<O



Gauss levele Bolyai Farkasnak

... Most valamennyit fiad munkajarol. Ha azzal kezdem, «hogy ilyeneket nem
szabad dicsérnem»: akkor egy szempillantasra bizonnyal meghokkensz: de nem
tehetem masként; ezeket dicsérni a magam dicsérését jelentené: mert az iras
egész tartalma, a fiad altal valasztott ut és az eredmények, amelyekhez eljutott,
szinte kivétel nélkil megegyeznek a sajat, részben 30-35 év 6ta folytatott
meditaciéimmal. ...

Az volt a szandékom, hogy a sajat munkamrél, amelybdl egyébként eddigelé csak
keveset vetettem papirra, életemben semmi se véljon ismertté. A legtobb
embernek egyaltalan nincs meg a megfelel6 érzéke ahhoz, ami ebben |ényeges ....

Viszont az volt a szandékom, hogy idével mindent papirra vessek ugy, hogy annak
idején legalabb ne meriljon el velem egyitt. Nagyon meglepett tehat, hogy e
faradtsagtdl mar most megkimélhetem magam, és nagyon orvendek, hogy éppen
régi j6 baratom fia az, aki engem olyan csodalatos modon megel6z6tt.



Allandé negativ gorbiilet
Egyenes = legrovidebb ut

Haromszog sz6gosszeg < 180°
Haromszog terilete:
T=(+p+y—m)/K
Derékszogl haromszog:
a’ + b? < c?
Kor kerulete:

\/ZLK sinh(rvV—K ) =— sm(r\/_)

Hiperbolikus geometria axiomai:

1.
2.
3.

Két pont meghataroz egy egyenest.

Egy egyenesnek van legaldabb két pontja.
Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé
ponton at tébb nem metsz6 egyenes
huzhaté.

Atmozgathatd (egybevagd) dolgok
mérete megegyez6 (homogén és izotrop).
A részek 6sszege az egész mérete




Beagyazott felllet

Pitagorasz

« K > 0,Gomb: x*+y*+z*=R*=1/K
« K <0,,Hiperboloid”: x>+ y*? —z?=1/K




Beagyazott felllet

Pitagorasz

« K > 0,Gomb: x*+y?+z2=R*=1/K
e K <0,,Hiperboloid”:

N
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Félgomb++




Metrika (tavolsag, szog): skalaris szorzas

y Tér 1Y o t Térid6 1
/(Zx, Ay) /(Zx, At)
X X X X
Két pont nem _ _ Két esemény nem _
cilonbozik:  1AxI =14yl =0 klonbozik: |Ax| = c|At]
..E.f’k"?efz', As?= Ax? + Ay? .!V!.i"k(.).“f,s ki As?= Ax* — At?
killonbo6z6ség: kilonbo6z6ség:

Skalar szorzat:  x;x, + y;, Skaldr szorzat: X1Xy — U107



Beltrami — Poincaré/Klein diszk

Z /x2-|—y2—22=—R2 A Z

N .

Poincaré: Szog és kortarto, Klein: Egyenestart6 Minkowski tér
egyenes = alapkorre meréleges koriv Ez egy gomb!



https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Henri_Poincar%C3%A9-2.jpg
https://hu.wikipedia.org/wiki/F%C3%A1jl:Henri_Poincar%C3%A9-2.jpg

Nem izotrép negativ gorbuletld geometriak




Projektiv geometria axiomai:

P rOJ e kt |,V ge om et r| d | 1. Kétpont meghatdroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

A végtelen” is része a siknak 3. Két egyenes pontosan egy pontban
metszi egymast

Nincsenek parhuzamosok

Programozasi el6ny: nincs szingularitas és specialis eset
Descartes és polar (és barmilyen tavolsagi) koordinatak nem jok
Az arnyék vagy a skala nélkili vonalzé geometriaja
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Projektiv geometria axiomai:

E u kl |d eSZ| _) 1. Két pont meghataroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

. 4 4 3. Két egyenes pontosan egy pontban
Projektiv sik I d—
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Modell geometriak (homogén, izotrép)

e Euklideszi

119

— 1 nem metsz6 egyenes (parhuzamos)

— Zérus gorblulet

* Elliptikus ——
|—, —

— 0 nem metsz6 egyenes
— Pozitiv gorbllet
* Hiperbolikus
— Egynél tobb nem metsz6 egyenes
— Negativ gorbulet

[

i

!_|/

* Projektiv
— 0 nem metsz6 egyenes
— Nem metrikus: végtelen is része



Csempézés és mintavételezés

Szirmay-Kalos Laszlé



Euklideszi sik csempézése szabalyos,
B egybevagod sokszogekkel (tesszellacio)

v
-
{3, 6} {4, 4} {6, 3}

Schlifli szimbolum




Aperiodikus csempézes

Roqger Penrose
J David Smith




K=m / 3 2T / T T / )
3.5y {34 {33} {4, 3}

ikoza =20 okta=8 tetra=4 hexa =6 dodeka =12






Csempézes szabalyos sokszoggel

Egy pontban n szabalyos sokszog talalkozik = belsé sz6g = 360/n

1 3 4 5 6 7+
Szog 360 _ 120] 30 = g0 | 30— 72| 30— 300 . 30
3 5 6 = o

4
Euklideszi | (@) [] A

Gombi @ A A

%o |20

Hiperbolikus ‘ ‘z




Hiperbolikus sik csempézése

{3, 7} {3, 8}




Circle limit IV
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Gombpakolas




“Tant que I’Algébre et la GEométrie ont été séparées, leurs
progres ont été lents et leurs usages bornés; mais lorsque ces deux
sciences se sont réunies, elles se sont prété des forces mutuelles et

ont marché ensemble d’un pas rapide vers la perfection.”
Joseph-Louis Lagrange

Geometriak és algebrak
Vektoralgebra

Szirmay-Kalos Laszlo



Az univerzum (geometria)
Transzformacio:  Pont:
1)

e
Vektor: v szamok
Helyvektor

r(u, v)
oSN T— Tavolsag: d(rq,15)

: origo
Vektor: & Hossz: d(v)
1. Irany és tdvolsag O WWSzo g: a(vy,v5)
2. Eltolas e % w0 g 7 w,

@ o = ://///////
znlu i 'iili :i;'t:l.:'Hlll!il-3ifltil}HH}H?IiHIE!h!l"'|:iu'ii‘l;i{lﬂlltvlﬂ:li‘l'v: | | ;@oovo VOQ\%%
(8) 1 2 3 4 S 6 7 g 10 > <2 © “)/2/
| - = £ ReFS) 3% %
Mérés: tavolsag és szog

-0



MUveletek vektorokkal

« (Osszeadds
v = v, + v, (kom, asszoc)

 Kivonas

o Skalazas (skalarral szorzas) v
v, =av (disztributiv) —_—




Uy

Skalar (dot, belsd) szorzat

 Definicié: v,v, = |v,||v,|cos(a)
e Jelentés
Egyik vektor vetlilete a masikra * masik hossza
* Tulajdonsag: Nem asszociativ(!), Kommutatiyv,
Disztributiv: v, (v, + v)) = V3V, + V3V,
e Varazspalca (metrika):
— vV = |v|?
- ' =v/\vv
— v v,/|v,l|v,| = cos(a)
— Két vektor meréleges <> skalarszorzatuk zérus




Vektor (cross, kereszt) szorzat %%7

v, XV,

* Definicié: |v; X v,| = |v,||v,|sin(a) —
2
e Jelentés: o v

— Nagysag (teriilet, hossz, térfogat) és meroleges vektor

— (Egyik vektor vetlilete a masikra meréleges sikra + 90 fokos
elforgatas) * masik hossza

* Tulajdonsagok:

Ivllsm(a)
— Nem asszociativ! 90 fok

— Antiszimmetrikus: v, x v, = —v, X v, V1 XV,

— Disztributiv: v, x (v, + v3) = v, XV, + v, X v,



Definicid: |v; A v,| = |v,||v,lsin(a)

Jelentés: Iranyitott terulet/térfogat

Multivektor: V=s+ v+ B

— Osszeadads, skalazas a szokdasos maddon

Tulajdonsagok:

— Asszociativ
— Antiszimmetrikus: v, Av, = —v, AV,
— Disztributiv: v, A (W, + v3) =V, AV, +V, AV,




Miveletek bivektorokkal

e Szammal szorzas: értelemszerd

e (Osszeadas: @

e Belsd szorzat: A bivektor sikjaban, a vektorra

merdleges \gj



Kilsb szorzat példa: Forgatonyomaték

Vektorialis szorzat KiilsO szorzat

f f

T r

S ©

M=rXf M=rAf




Gradiens: Vf

limf(r*+v0As)—f(r*) _ df (r*+v°s)

iranymenti derivalt
As ds

df

= Vf a maximalis ndvekedés iranya és ratdja



Parameter szerinti derivalas

r(t")

Sebesség (érintd) vektor:
dr(t) . r(*+At) —r(t")
= = lim
dt At




Koordinatak

r
r(u,v) / Ty u(r), v(r)
C ) Vu
v="uv"

* Azr(t)vagy r(u,v) minden t-hez vagy (u, v)-hez egy pontot rendel.
* Azilyen szamok (szamtobbesek) a koordinatak



Megfigyelések
ldaig nem hasznaltuk a koordinatakat.

A pontok, vektorok, tavolsag, sz6g a geometria részei, a
koordinatarendszertdl nem fliggnek.

A vektoralgebrai miveletek és derivalas koordinatarendszer nélkul is
veégrehajthatok.

A koordinatarendszer szlikséges rossz annak érdekében, hogy
szamokkal dolgozhassunk: a komponensek nem csak a geometriai
objektumtdl, hanem a koordinatarendszertdl is fliggenek.

Vektor = els6rend( tenzor

— Tenzor =(0, 1, 2, ... dimenzids) tomb, amely a tenzor szabalyok szerint
transzformalddik koordinatarendszer valtaskor

— A vektorok és m(iveleteik fliggetlenek a koordinatarendszertdl, de
komponensei fliggenek

— A fizikai torvényekben csak tenzorok szerepelhetnek



Kontravarians koordinatarendszer

r(x,y) =xa+yb
a=r',, b=1r

y

e Osszeg:v,+v,=(xa+y,b)+ (x,a+y,b)=(x;,+x,)a+ (y,+y,)b
e Skalar szorzat:

Vv, = (x;@ +y,b)-(x,a +y,b) = xyx,a-a + (x,y, + x,y,)a-b + y,y,b-b
* Hossz:

lv| = Vvv = /x2a-a + 2xya-b + y2b-b




Kovarians koordinatarendszer




1

r(x,y)
Y o 1
e, e, e,
e X e e

r(x,y) = xe; + ye,

x:el'r,y:ez'r

y=2
i I S— S
y=1 - i
1| <
y=0 1
y=-1

x=—-1 x=0 x=1 x=2
/
rx:el’ r’yzez’

e, =Vx, e, =Vy



Miveletek Descartes koordinatakkal

Osszeadas:

v, + v, = (xe; +y.e;) + (x,e1 +y,e3) = (x; +x)e; + (v, +y,)e;
Skalar szorzat:

VU, = (X181 y€2)(xe1 +y,83) = X%, + Y,

Hossz:

lv| = Vvv =/x2 +y? Pitagorasz tétele!
Gradiens:

1, - (8o

vf = (3.5)



Vektorialis szorzat (csak 3D-ben)
 3D-ben:
VXV, = (x,€1 +y.e; + z,€3)x(X,e1 + Y5 + 2,€3) =

(V12;- Y,z )eq + (x,z- x1Z;)e; + (XY~ yix;)e; =

e, e, e
=|X1 Y1 Z
X, Y, Z,

€1 €
« 2D-ben: ><v=‘x y‘=(y,—x)
xl yl Zl W1
X2 y2 Zz Wz
X3 y3 Zg W3

* 4D-ben: x(vy,v,,v3) =




Kilsé szorzat (Barmilyen D-ben)

e 2D: Terilet koriiljarassal

X1 Y1

e 3D: Teriilet 3D orientacioval

v, A v, = (xe; +y,e; +z,e3) A(x,e1 +y,e;, +z,e3) =

e, \e e, \e e. N\Ne

2 3 3 1 1 2
= X1 Y1 Zq
Xy Y, Z,

 Harom szorzata: Térfogat koriiljarassal
X1 Y1 2
X2 Yo 4y
X3 Y3 Z3




“Algebra is the offer made by the devil: Give
me your soul, give up geometry and you will
have this marvelous machine.”

Michael Francis Atiyah

Geometriak és algebrak
Analitikus geometriak

Szirmay-Kalos Laszlo
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Mindent szammal!

pont <y

zamok .
>2aMmo Osztaly:

Valtozok+
muveletek
objektumok

egyenes

metszi
illeszkedik

tavolsag

megfeleltetés mivelet

egyenlet

fuggvény

axiomak 1 geometridhoz is

tobbféle algebra és

megfeleltetés lehetséges!,

|
geometria algebra program




Analitikus geometriak: kulsd nézet
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Elliptikus: x2 +y2+w?2 =1 Hiperbolikus: xz + y2 — w2 = —1



Metrika: Skalaris szorzas az ambiens térben

Metrika: Skalaris szorzds

* Hossz: |a| a - a; = Ia}||a2|cos(a)
— Kommutatiy,

* Sz208: — Bilinearis (disztributiv),

— Euklideszi geometria:
;- Ay =X1X; +Y1Y2 + 212,

a, - a, = skalar
— Kommutativ
— Bilinearis (disztributiv)

 Hossz: |a| =+Va-a

o a-a
« Szég:a(a,, a,) = arccos( 12 )

laq||a;]

» Két vektor akkor és csak akkor meréleges, ha skalaris szorzatuk zérus



Euklideszi sikgeometria

Skalaris szorzas az ambiens térben:

/ - )
q
® y .

x :

Ambiens tér elemei:

A, Ay = X1Xp +Y1Y2 T WiW5

Kommutativ.a-b =b-a
Disztributivia-(b+c¢c)=a-b+a-c
Skalazas: (sa) - b = s(a - b)

Nem asszociativ

Pontok: p=|x7vy1]

Miért nemw = 0? Az eltolds nem volna linedris leképzés

Vektorok: vV=q-—p,

v =|x,y,0]

Egyéb w-k nem pontok és nem vektorok




Vektorok tulajdonsagai

Két pont kilonbsége: v =q —p
Ambiens tér eleme: v =|x,y,0]
Vektor hossza: |v| = Vv -v = \/xz + y*

Egységvektor: |[v°]| =1, v° -v° =1, v° =

v
NCE
Merdlegesség: v,-v =0, x,;x+ y,y =0,

v, =|y,—x,0]A

Parhuzamossag: v = Av, v, = [x,y,0]4



Egyenes: parameéteres egyenlet

Allandé sebességii mozgas:
r(t) =p+vt
Sebesség: 1(t) = v
Gyorsulas: ¥#(t) =0
Sik gorbiilete zérus

 Allandé sebességli mozgas koordinatakkal:
[X(t), )’(t); W(t)] — [px; py) 1] + [vx; vy; O]t

* Két pont kombinacidja:r(t) =p+ (q—p)t =p(1 —t) + qt
[x (), y(@©), w(®)] = [pr, vy, 1](1 — 8) + [qx, gy, 1]t

* Ambiens tér (origd, p, q) sikjanak és a w = 1 siknak metszete



Egyenes implicit egyenletei

v

X

* Implicitegyenlet: n=v, > n-v=0=n-(r—p)=0
"y, Ny, 0] - [x—px,y—py,O] =[nyx +n,y +d =0
ahold =—mn-p

 Ambiens tér egy eleme: N = [nx, Ny, d]
N-r= [nx,ny,d] ey, 1l =n,x+n,y+d=0



Euklideszi téergeometria
Ambiens tér 4 dimenziods: a = [x, y, z, w]
Skalaris szorzas: a, - a, = x;x, + y,y, +2z12, + w; wy
Pontok: p = [x,y, z, 1]
— Tavolsag: d(p,q) = /(@ —p) - (4 — P)

— Sz6g: a(u, v) = arccos (lzllffl)

Vektorok: v = [x,y, z, 0]

— Hossz: |[v| =Vv-v = \/xz + y? + z?
Egyenes: 1(t) = p + vt




Sik

Egy p pontot tartalmazd, a és b nem parhuzamos vektorok altal
kifeszitett 2D altér (u, v valds paraméterek):

r(u,v) =p+au+ bv

Legyen n az a és b vektorokra meréleges vektor:

n-r—p)=0=n-r+d=0,ahold=-—mn-p

Ambiens tér egy eleme: N = [nx, Ny, Ny, d]

N-r= [nx, ny, Ny, d] x,y,2z,1] =
Két sik megegyezik, ha Ny = N,A

nyx+n,y+n,z+d=20




Vektor/Pont/Sik/RGBA osztaly

struct vecd {
float x, y, z, w; // Euc.vector: w=0; point: w=l; plane: w=d

vecd (float x0, float y0, float z0, float wO) {
x =x0; vy =y0;, z =2z0, w = w0;
}

vec4 operator* (float s) { return vecéd (x*s, y*s, z*s, w*s); }

vec4 operator+ (vecd v) {
return vecd(x + v.x, y + v.y, 2z + v.z, w + V.W);
}
vecd4 operator-(vecd v) {
return vecd(x - v.Xx, ¥y - V.Y, Z - V.Z, W — V.W);
}
vecd4d operator* (vecd v) const { // only for colors
return vecd(x * v.x, y * vy, z2 * v.z, w * v.wW);
}
};




vecd miiveletek

float dot(vecd a, vecd b) { // for Euc.vectors or for pointé&plane
return a.x * b.x + a.y *b.y + a.z * b.z + a.w * b.w;

}

float length(vecd v) {
return sqrtf(dot(v, v));
}

vecd4d normalize (vecd v) {
return v * (1/length(v));
}

vecd4 lerp(vecd4 p, vecd q, float t) {
return p * (1 - t) + g * t;
}




3D vektor/Pont/RGB

float x, y, z; // Euklideszi geometria pontja vagy vektora

vec3 (float x0, float y0, float z0) { x = x0;, vy =y0; z = z0; }

vec3 operator* (float a) { return vec3(x * a, y * a, z * a); }

vec3 operator+(vec3 v) { return vec3(x + v.x, vy + v.y, 2 + v.z); }
vec3 operator-(vec3 v) { return vec3(x - v.x, y - v.y, 2 - v.z); }
vec3 operator* (vec3 v) { return vec3(x * v.x, y * v.y, 2 * v.z); }

};

float dot(vec3 vl1, vec3 v2) { // for vectors
return (vl.x * v2.x + vl.y * v2.y + vl.z * v2.z);
}
vec3 cross(vec3 vl, vec3 v2) { // for vectors
return vec3(vl.y * v2.z - vl.z * v2.y,
vli.z * v2.x - vl.x * v2.z,
vi.x * v2.y - vl.y * v2.x);




Projektiv sik analitikus geometriaja

Euklideszi pontok:

(X,y) — [X,y, 1] ~ [X 'W,y°W,W] — [X'Y’W]

Homogén osztas: x = X —_
8 . _Wr y_w ‘W;ﬁO‘

|dealis pontok:
|1X,Y,0]




Mobius

Idealis

pony~
© [x,v,0]

Homogén koordinatak

Idealis
Irany + inverz tavolsag skalazas /0 pont
[x,y,0]
[x,y,1/3]
x,y,1
y [ Y ] [ZX,Zy, 1]~[X,y, 1/2]
X
[—X, =Y, 1]~[X, Y, _1]

[X, Y _1/2]



Projektiv egyenes parametrikus egyenlete

).LXL Y1; Wl]

/ _______ [ X2, Yo, W]
w=1

(X (@), Y (), w®)] = [X1, V1, wi|(1 = 1) + [X,, Y5, wp ]t




Egyenes implicit egyenlete

* Euklideszi egyenes, Descartes koordinatak:
nyx+n,y+d=0

* Euklideszi egyenes, homogén koordinatak:
nX/w+n,Y/w+d=0 w#0

* Projektiv egyenes:

nyX +n,Y +dw =0

X

:SQU3A37

|
-

Jopjando|zso g

Ny

d

Pont: sorvektor [X,Y, w]



Dualitas

Ha egy tétel pontok és egyenesek viszonyarol szoél, akkor a pont és
egyenes felcserélhet6k benne.

2D pont: 3 elemd sorvektor, homogén
— 2D projektiv sik pont ~ 3D euklideszi tér origdt metsz6 egyenes

2D egyenes: 3 elemd oszlopvektor, homogén

— 2D projektiv sik egyenes ~ 3D euklideszi tér origot metsz6 egyenes

2D egyenes egyenlete:

p-l=0

— 2D pont 3D vektora merdleges a 2D egyenes 3D vektorara




Metszés és illeszkedeés

* P, ésp, pontra illeszkedé | egyenes:

P1:l=0 pr =0 —>1=p; Xp,
[ 1pg [1p,
* [, ésl, egyenes p metszéspontja:.

p-ll=0, p'lzzO_)p:l]_Xlz
pll pll,

* p ponton atmend L egyenesre merdleges [ egyenes
(L™ = L-b6l a w torlése)

p'l:O, leX+lyLY:l'L*:O _>l:pXL*




Euler egyenes

vec3 v[0] = vec3(x0,y0,1), v[1l] = vec3(x1l,yl,1), v[2] = vec3(x2,y2,1);

m[2] = v[0] + v[1l]; // midpoints
m[0] = vI[1] + vI[2];

m[l] = v[2] + v[O0];

e[0] = cross(v[1l], v[2]); // edges
e[l] = cross(v[2], v[0]);

e[2] = cross(v[0], v[1]);

for (int 1 = 0; 1 < 3; i++) {
median[i] cross(v[i], m[i]);
altitude[i] cross(v[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0));
bisector[i] cross(m[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0));

}

centroid = cross (median[0], median[l]);
orthocenter = cross(altitude[0], altitude[l]);
circumcenter = cross(bisector[0], bisector[l]);

euler = cross(centroid, circumcenter); // Euler's line



../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe

Projektiv tér homogén koordinatakkal

Euklideszi pontok: (x,v,2) » [x,y,z,1] ~[x-w,y-w,z-w,w] = [X,Y,Z, W]

. . X Y Z
Homogenosztas: x =—, y=—, Zz = —
w w w

Idealis pontok: [X,Y, Z, 0]

Egyenes paraméteres egyenlete:
[X(t); Y(t))Z(t)rW(t)] — [Xl) Yl: Zl) Wl](l _ t) + [Xz,Yz,Zz,Wz]t

Sik implicit egyenlete:
X +n,Y +n,Z+dw =20



Pont/Sik/RGBA osztaly

float x, y, 2z, w;

vecd (float x0, float y0, float z0, float wO0) {
x = x0;, vy =y0; z =20, w= w0,

}

vecd(vec3 v) { x =v.Xx; y=v.y; z=v.z, w=1; } // Euk->Proj

operator vec3() { return vec3(x/w, y/w, z/w); } // Proj->Euk

};

float dot(vecd a, vecd b) { // point and plane
return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + a.w * b.w;

}
vecd4 lerp(vec4d4 p, vecd gq, float t) { return p * (1 - t) + g * t; }




,A paralelldkat azon az uton ne probdld; tudom én azt az utat is
mindvégig - kiilbn meg mértem azt a feneketlen éjszakadt én is,
az életemnek minden vilagossdga, minden 6réme kialudt benne
- az Istenre kérlek! haggy békét a paralellaknak.”

Bolyai Farkas

Geometriak és algebrak
Nemeuklideszi geometriak

Szirmay-Kalos Laszlo




Analitikus geometriak: kilsd nézet

a2 [, , W] Ambiens tér

-1 Osszeadas
o Skalazas
[x y/ﬂ /y
Eukllde52|. w=1 PTOJEktIV
w
=1 ® W
U %nkomki
Euk S 5 =1

® y / y
X X

Elliptikus: x2 +y2+w?2 =1 Hiperbolikus: xz + y2 — w2 = —1

Nem
metrikus




W ptangens
g GOombi/elliptikus geometria

Skalaris szorzas az euklideszi ambiens térben:

A, A; = X1Xp Y1y + W1 Wy

Ambiens tér elemei:

 Pontok: p-p=1, x> +y?+w?=1 v
* Vektorok a p pontban: p-v =20
- p@®)-p@®)=1-p@) -p@®)+p@)-p)=0

Avektorok masok a tér kilonboz6 pontjaiban

A vektor a pont tangens terének eleme



Egyenes
v? Egységsebességli mozgas:
r(t) r(t) =pcost + v’sint

(t) Gombi kombinacid (slerp):

sin(1 — t)d sin td
+q

t: tavolsag

r(td) =p

sind sind

GOmbon marad:

r(t) -r(t) =p-pcos’t+ v’ v sin’t + 2p - v¥sintcost = 1
Egységsebességli mozgas:

7(t) = —psint + v°cost, 7(t) -7(t) =1
Ambiens tér (origd, p, q) sikjanak és a geometria metszete
Gauss gorbulet: #(t) = —r(t) = K =¥y Fmae = 1




Tavolsag

Tavolsag d(p, q): egységsebességli egyenesvonall mozgas ideje:

r(d) = pcosd + v’sind = q d(p,q) = arccos(q - p)
r-p=p-pcosd+v°-psind=cosd=q-p

Kombinacio:

0. q—Dpcosd _
V=T d sin(1 — t)d
; cos td sin d—cos d sin td)+qg sin td sin(1-t)d sin td
r(td)=pcostd+v°smtd=p( : )+q = pani=0d :
sind sind sind

Kor implicit egyenlete:

R =d(r,c) = arccos(r-c) - | r-c = cosR




Hiperbolikus geometria

angens
_ 1 tér Skalaris szorzas Lorentz szorzat:

v/ y A Ay = XXy T Y1Y2 — WiW2
X

Ambiens tér: Minkowski tér

Ambiens tér elemei:

 Pontok: p-p=-—-1, x*+y?—w?=—-1ésw >0

* Vektorok a p pontban: p-v =0

A vektorok masok a tér kiilonb6z6 pontjaiban
* Avektor a pont tangens terének eleme



N £ Egyenes

Egységsebességii mozgas:| r(t) = pcosht + v’sinht

sinh(1-t)d sinh td
sinh d q sinh d

Y Hiperbolikus kombinécié: rit)=p

Hiperboloidon marad:
r(t) -r(t) = p - p cosh?t + v°- v° sinh?t + 2p - v¥ sinh t cosht = —1

Egységsebességli mozgas:
7(t) = psinht + v°cosht
r(t) - 7(t) = p - p sinh?t + v°- v° cosh?t + 2p - ¥°sinh t cosht = 1

Ambiens tér (origo, p, q) sikjanak és a geometria metszete

Gauss gorbulet: #(t) =r(t) = K =¥y Fmee = —1




Tavolsag

Tavolsag d(p, q): egységsebességli egyenesvonali mozgas ideje:

r(d) = pcoshd + v’sind = q

d(p,q) = arccosh(—q - p)

r-p=p-pcoshd + v’ psinhd = —coshd =q - p

Kombinacio:
_ q—pcoshd
B sinh d

0

4

p (cosh td sinh d—cosh d sinh td)+q sinh td

r(td) = pcoshtd + vsinhtd =

Kor implicit egyenlete:

R =d(r,c) = arccosh(—r-¢c) -

sinh d

r-c= —coshR




Osszehasonlitas
Hiperbolikus | Euklideszi




vecd miiveletek

float s = 1; // 1: Euclidean; -1: Minkowski

float dot(vecd a, vecd b) { // affects length and normalize
return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + s * a.w * b.w;

}
float length(vecd4 v) { return sqrtf(dot(wv, v)), }

vec4 normalize(vecd v) { return v * 1l/length(v)); }
vecd4 lerp(vecd4 p, vecd q, float t) { return p * (1-t) + g * t; }

vecd4 slerp(vecd4 p, vecd q, float t) {

float d = acos(dot(p, q)); // distance

return p * (sin((1-t) * d) / sin(d)) + g * (sin(t * d) / sin(d));
}

vecd4 hlerp(vecd4 p, vecd q, float t) {
float d = acosh(-dot(p, q)); // distance
return p * (sinh((1-t) * d) / sinh(d)) + g * (sinh(t * d) / sinh(d));

}




Nem-euklideszi sik analitikus geometriaja

e Ambiens koordinatak

— Metrika (tavolsag, szog) = skalaris szorzas, ami hiperbolikus geometriaban
Lorentz szorzat

— Vektorok halmaza attdl fligg, hogy hol vagyunk
* Egyenes:
— Allandé sebesség(i mozgds
— Legrovidebb ut
A gombi és hiperbolikus geometria majdnem ugyanolyan, csak
néhol elGjelet kell valtani és a sin-t sinh-ra kell kicserélni.



“Point set topology is a disease from
which the human race will soon recover.”

Henri Poincaré

Geometriak és algebrak

e 7 e

Feluletek topoldgiaja

Szirmay-Kalos Laszl6

— o WO ©

Square Sphere Tractricoid Cylinder Torus Mdobius Klein Boy



../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Curvature/Skeleton.sln

Topologia

Geometriai objektumok olyan tulajdonsagai,
amelyek megmaradnak folytonos deformacio
soran (invertalhato folytonos fliggvény).

Gyurmazas ragasztas és szakitas nélkul:
homeomorf

Alkalmazas:

— Lehet a teljes objektumrdl (pl. gdmbrél) folytonos
térképet csinalni?

— Létezhet a valdsagban egy test (érvényes)?
— Hogyan tapétazzunk képet egy objektumra?
— Hany otszogbdl lehet focilabdat varrni?

— Hogyan nyerjlink Field medalt és 1 millio USD-t és
hogyan utasitsuk vissza?




Példa: kor és négyzet

* Rossz megoldas: polar szogek

r=.x%+y? ¢ = atan(y, x)

e J6 megoldas: Y () xE+y?

XY = ()
2 —
+ A (0,0) helyben marad
/

><V

\/’“ (x,y) = K Imax(xL YD
Y JXZ 172




Euklideszi sik, hiperbolikus sik,
nyilt korlap, nyilt négyzet

Hiperbolikus:
X2+ 92 —w? =1 Hiperbolikus — Euklideszi:

W (x,y,w)—>(x,y,1)
V Euklideszi — Hiperbolikus:
Euklideszi: (x,y,1) = (x, yAJxZ+ 2 + 1)

w=1 >
x 7

Hiperbolikus — Korlap:

(x,y,w) = (x/w,y/w,1)

Kérlap — Hiperbolikus:
(x,y1)

\/1—x2—y2

(x,y1)-




Projektiv sik, elliptikus sik, zart korlap

w
w=1
y/
X X L
Elliptikus

Projektiv



Iranyithatosag: jobb-bal értelmezhet6

=

()
'y

Euklideszi, Hiperbolikus Projektiv, Elliptikus
Iranyithato Nem iranyithaté




c: Csucsok szama. Csucs = pont, amelyben élek talalkoznak.

e: Elek szdma. El = folytonos vonal, amely két (nem feltétlenil kiilonbdz8)
csucsban végzddik. Egy él legfeljebb két lap kdzos hatara (hataroltsag). Elek nem
metszik sajat magukat és egymast.

[: Lapok szama. A lapot egy él-csucs sorozat hatarolja. Lapok lemezzé
deformalhatok.

Az Euler karakterisztika és a hataroltsag nem valtozik, ha a feltletet deformaljuk.




Az Euler karakterisztika invarians

* y csak felulet topoldgiajatol fligg, amelyre a
csucsokat, eleket és lapokat felrajzoltuk.

c—e+l=y

1 -1
1+1




C—e+l=y Karakterisztikak

 GOomb és a lyuk nélkiili testek: ‘ |

A D
* Lemez: Nincs folytonos fold térkép!
H, I, 4 — 4 + 1=1 B C

* Gomb+Lyuk: ‘ ‘

HIII 1_1+1:1




c—e+l=y

* Henger:

HI, 2—3+1=0

* ToOrusz + 1 testlyukas testek:

NH,I, 1—-2+1=0

e 2 testlyukas testek:

NH,I 3—6+1=-2

Karakterisztik ak




B Karakterisztik ak
c—et+l=yxy

A
 Mabius szalag:

H,NI, 2—34+1=0
B

e Klein kancso: A
NH,NI, 1—24+1=0 "
* Projektiv sik, Boy, Steiner: ] [

NH,NI, 2—2+1=1




Adidas labda

P=12

5P+ 6H 5P+ 6H
y=2=c—e+l= 3 — > +P+H

~ 10P +12H —15P — 18H + 6P + 6H P
B 6 6




Nem hatarolt, korlatos, iranyithato
feliletek osztalyozasa

Egyszeresen
0sszefuggd

* 3D tartomanyt fog kozre, a fellilet nem metszi magat

e Euler karakterisztika (Euler-Poincaré):
x=c—e+l=2n—g)

* n:Akulénallé darabok; g: testlyukak szama
e Euler karakterisztika - 2m = teljes gorbilet (Descartes)



“Navigare necesse est,
vivere non est necesse.”
Cnaeus Pompeius Magnus

Automatikus derivalas

Szirmay-Kalos Laszl6




Inverz feladatok

3

Virtuadlis vilag modell
Torusz R, p sugarakkal kepszintezis

(R—\x7+72) +72—p? =
o

X képe és
input kép
kozti hiba

Fliggvény inverz

[O: syl y = 0 A

képszintéz kép

.
modell —J %




Hogyan NE derivaljunk!

fro LGB /)

Kivonas: 0\%5'% its S S
1234.56977277 7 értékes jogy x  x+Ax+ AV (%)
—1234.567?77?7? 7 értékes jegy
0.00272777 1 értékes jegy sin(®) (sin(©) + 3)4
tan(cos(t) + 2)

A=0.1 A= 0.001 A= 0.0001



(William) Clifford algebra: Hiperszam

e Tanitsuk meg a C++-t derivalni (is)!

fuggveény derivalt
* Hiperszam: z = x + yi, ahol
— % = —1: komplex szdm; i? = 1 : hiperbolikus szam;

— |i2 = 0 |: dudlis szam, a derivalashoz ez kell

" — ey 5<s3/Kal derval
ossz/k.ul\i?b | L.Jggveny ossz/kal_| | _owj erivaltja
(6 t1d) T (e tyd) = () £ x,) + (v) £ 3,)i
szorzat fuggvény szorzat || __szorzat derivaltja

LTugeveg
(x1+y 1)’ ’(xz i) = (x1x;) + (X oty W

hanyados

[ hanyados ] fuggvény hanyados | _(\j;ivﬂia_
Xty (x1+yll)(x2 ~V,i) x1x2+(y1x2 1J/2)l (V/Y +y1x2 1)’2l
Xyl (xz"')’zl)(xz ~V,i) x5 — Y4 x2 x5




Miéert mikodik?

Taylor sor:

fx+e)=fx)+f'(x)e+ fr(x,e)e?
gix+e)=g)+ g x)e+ g (x, e)e?

(fg)(x + €) =(fg)(x) [+[(fg) (x)e
flx+e)gx+e) =g+ |f)g' () + f(x)gx))e

Els6rend( kozelités:
fx+e)=fx)+f'(x)e, €*=0

+ (fg)é?
+(fg)é?



Dualis szam osztaly

struct Dnum {
float £, d; // function and derivative wvalues

Dnum(float £0, float d0 = 0) { // constant’ = 0
f =£0, 4d = do;
}

Dnum operator+ (Dnum r) { return Dnum(f + r.f, r.d); }
Dnum operator- (Dnum r) { return Dnum(f - r.f, r.d); }
Dnum operator* (Dnum r) { return Dnum(f * r.f, r.d+d *r.f); }
Dnum operator/ (Dnum r) {
return Dnum(f / r.£f, (d * r.£f - £ * r.d) / / r.f);




Dualis szam alkalmazasa

 Derivalas nélkul:

float t = value;
float F =t *a / (t * t + b);

* Derivalassal egyutt:

Dnum F = Dnum(t,1l) * Dnum(a,0) /
(Dnum(t,1l) * Dnum(t,1l) + Dnum(b,0));

* Derivalassal egylitt szebben, kihasznalva a default
paraméterezést a konstruktorban:

Dnum t(value, 1) ;
Dnum F =t * a / (£t * £t + b);




Elemi fuggvény

float F, x, y, a;

F=3%*¢t¢t + a * sin(t);

struct Dnum {
float £, d; // function
Dnum(float £0, float dO

};

Dnum Sin(float t) { return
Dnum Cos(float t) { return

and derivative wvalues
=0) { £ = £f0, d = d0; }

Dnum(sinf (t),
Dnum (cosf (t) ,

cosf(t));
-sinf (t));

}

}




Osszetett fuggvény

df(9(0) _df dg

float F, x, y, a; dt  dg dt

" ————
F=3%*+t + a * sin(t) + cos(y * log(t) + 2);

struct Dnum {
float £, d; // function and derivative wvalues
Dnum(float £0, float d0 = 0) { £ = £0, 4 = 40, }

};

Dnum Sin (Dnum g)
Dnum Cos (Dnum g)

return Dnum(sinf(g.f), cosf(g.f) * g.d); }
return Dnum(cosf(g.f), -sinf(g.f) * g.d); }
Dnum Tan (Dnum q) return Sin(g)/Cos(g); }
Dnum Log (Dnum g) return Dnum(logf(g.£f), 1/g.f * g.d); }
Dnum Exp (Dnum g) { return Dnum(expf(g.f), expf(g.f) * g.d); }
Dnum Pow (Dnum g, float n) {

return Dnum(powf(g.f, n), n * powf(g.f, n - 1) * g.d);

e T e T e I )




Tobbvaltozos fuggvények

template<class T> struct Dnum {

float £; // function value

T d; // derivatives

Dnum(float £f0, T d0 = T(0)) { £ = £0, 4 = d0; }

Dnum operator+ (Dnum r) { return Dnum(f+r.£f, d+r.d); }

Dnum operator* (Dnum r) { return Dnum(f*r.f, f*r.d + d*r.f); }

Dnum operator/ (Dnum r) { return Dnum(f/r.f, (d*r.f-f*r.d)/r.f/r.f); }
}i

template<class T> Dnum<T> Exp (Dnum<T> g) {
return Dnum<T> (expf(g.f), expf(g.f) * g.d);
}

F(x,y,z) gradiense:

float x, vy, z;

Dnum<vec3> X(x,vec3(1,0,0)), ¥(y,vec3(0,1,0)), Z2(z,vec3(0,0,1))
Dnum<vec3> F = X*X/a + Y*Y/b + Z*Z/c - 1;

vec3 grad = F.d;




Mire j6? Palya animacio 3

heading v(t) = (x(t), y(t))

A 48 sin?(x) sin®(cos(x) + 2) . 16 sin?(x) sin®(cos(x) + 2) B
x (CSOsSi(I%(f;)ocsc(;:();) 31)1)1(_21();03(.\’) LC;'S)(Z “i‘gséﬂ(r))s:\’?;)i;(é)(‘cos(x) + 2))
(x(t), y(1)) )
pOSition cos(2 (cos(x)+2)—1 cos(2 (cos(x)+2n—1
Palva: x(t) __sin(t)(sin(t)+3)4 (t) __ (cos(sin(t))8+1)12+2
ya: tan(cos(t)+2) ' y (sin(t) sin(t))3+2

void Animate (float tt) {
Dnum t(tt, 1);
Dnum x = Sin(t)*(Sin(t)+3)*4 / (Tan(Cos(t))+2);
Dnum y = (Cos(Sin(t)*8+1)*12+2)/(Pow(Sin(t)*Sin(t),3)+2);
vec2 position(x.f, y.f), velocity(x.d, y.d);
vec2 heading = normalize(velocity)
Draw (position, heading) ;
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Automatikus derivalas

Komplex szamhoz hasonlo osztaly (dualis szam,
Clifford algebra)

— Valos rész a fuiggvényeérték

— Imaginarius rész, a derivalt értéke

Operator overload-dal a derivalasi szabalyok

Elég csak a fuggveényt leprogramozni, a derivalt
automatikusan szamolddik




