“Wabhrlich es ist nicht das Wissen, sondern das
Lernen, nicht das Besitzen, sondern das Erwerben,
nicht das Da-Seyn, sondern das Hinkommen, was
den grossten Genuss gewdhrt.”

Carl Friedrich Gaufs

Geometriak és algebrak
3. Differencialgeometria

Szirmay-Kalos Laszlé
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Mire jo: arnyalas, normal vektor
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Mire jo: lllusztrativ kepszintezis
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Sikgorbék érintbje és normalvektora

N°: normal

r(t)

T®: tangens (érint8) vektor

A gorbe = mozgas, azaz a hely id6fliggvénye, de a dinamika nem
érdekes, ezért valos id6 helyett mas novekvé paramétert is jO, ami
lényegében a hely palyamenti koordinataja.

Az érint0 iranya a sebességvektor, ami a palya idGszerinti elso
derivaltja, azaz els6rend( kozelités (egyenes):
r(t + At) = r(t) + r'(t)At

Normalvektor érintére merdéleges: (Nx, Ny) = (—Ty, Tx).

Gyorsulas normal iranyd, ha tangencidlis zérus, azaz |v| = allando.



Gorbék gorbulete: k

1 2Ah

K = — =
R  As?

* Egysegsebességl mozgas centripetalis gyorsulas: Ay = %

* (Masodrendben) simuldkor sugaranak reciproka

(e o Lo 1Ak 2 . A
* Az érint6 elfordulasa kis 1épésnél: Ap =~ sin(Ag) = ES

Erint6tél tavolodas kis 1épésnél:
Ah = R—VRE=Bs? = AR(0) = 0, AR'(0) = 0, AR"(0) =

AR''(0 As?
2( )ASZ + 0(As?) = e 0(s?)

Ah = AR(0) + AR’ (0)As +



Gorbulet szamitas r(7)

MasodrendU Taylor kozelités:

r(t+At) =r(t) +r'(7)At +

Lépéshossz négyzet (metrika):

r”(T)
2

As =1'AT

Ah

(T PAT)

AT?

As?= |r(t + A1) — r(0)|? = ' °A1? + 0(AT?)

Merdleges eltavolodas az érint6tdl

Metrikus tenzor
(I. fundamentalis forma)

r''(t
Ah ~ N° -#ATZ
Gorbtlet:
2Ah NOY-''<
K —_— — 5
ASZ 1", <

L fundamentalis forma

—— |. fundamentalis forma




Példa: Kor gorbulete

Parametrikus egyenlet:

r(t) = (¢x + Rcos(7), ¢, + R sin(7))

Els6 és masodik derivalt:

r'(t) = (—R sin(1), R cos(1)),

r''(t) = (—R cos(t), —R sin(1)),

Metrikus tenzor:

"] =7r"-1r' = R?

Egységsebességl mozgas sebesség és normalvektora:

rl

T = e (—sin(7), cos(t)), N° = (—cos(7), —sin(7))

7’

Gorbllet:

r'’- N® _ (=R cos(t),-R sin(1))-(—cos(t),—sin(7))
|1"|2 _ R2

K= =1/R




~

Explicit egyenlet( gorbék

Visszavezetés parametrikus esetre:

Y T c T=X
f(x) e (@) = (6, (1)
1) . (D) = (1)
N° x |‘r’|=\/1+f’2

« (7)) = (0,f")
* Erint6 és normalvektor:
TO 7" . (1f) NO (=D

* GOrbulet:

_ NO.-/" B fll
K = 2z

r (1+f’2)3/2




Feluletek: 6 gorbuleti iranyok és
Gauss gorbulet

K =K1Ky = Qpin " Ay




x| Gauss gorbulet: | K = k%,
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Pahuzamos transzport (Holonomy)

Parhuzamos transzport
utani szogvaltozas

l

Ap w21

K = — —
AA ~ AR27/8  RZ?

T

Korbejart terulet

El6jel pozitiv, ha a
kbrbejaras és
iranyvaltozas azonos
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FellUlet a 3D tér 2D részhalmaza:

— Explicit:

— Implicit:

— goémb:
— sik:

— Parametrikus:

— goémb:

z=h(x,y)

flx,y,2) =0

(x — cy)? +(y—cy)2 +(z—-c,)? —R?>=0
ax +by+cz+d=0

x=x(u,v),y=yW,v),z=z(u,v)

x(u,v) = ¢, + R cos(u) sin(v)
y(u,v) = ¢, + R sin(u) sin(v)
z(u,v) = c, + R cos(v)

u € 10,2m),v € [0, )




Parametrikus feliletek normalvektora

NU,V) =

or(u,v) odr(u,v)

X
Ju dv




Példa: A gomb normalvektora

* Egy parametrikus egyenlet:
r(u,v) = (¢ + Rcos(u)sin(v), ¢y, + R sin(u) sin(v), ¢, + R cos(v))

e Parcialis derivaltak:

Z_:L = (=R sin(u) sin(v), R cos(u) sin(v), 0)
g—z = (R cos(u) cos(v), R sin(u) cos(v), —R sin(v))
e Vektorialis szorzat:
i j k
N = ﬂ X ﬂ = —\Rsin(u) S‘iQ(v) Rcos(u) S\m(”) 0
ou 0v R cos(u) cos(v) Rsin(u)cos(v) —Rsin(v)

= R sin(v) (—Rcos(u) sin(v), —Rsin(u) sin(v), — Rcos(v))
= Rsin(v)(c — r(u,v))



Szingularitas ®/

N = Rsin(v)(c — r(u,v))




, | Metrikus tenzor,
r',Av » n

|. fundamentalis forma

r.,Au Mekkorat |éplnk a sikon, ha u
Au-val, v pedig Av-vel valtozik?

r(u,v)

rlu+Au,v+Av) —r(u,v) =
1
;r’uAu + r’vAv, +5 (r" L Au? + 2r" ,Aulv + 1", Av?)
Y
As
2 2
As?=As-As =71',"Au® + 2r', - ', AulAv + r' " Av?
[Au
Av
l Y )
g: metrikus tenzor, I: elsé fundamentalis forma
Szimmetrikus, pozitiv definit 2x2-es matrix

4 / 4 !/
n n
ASZ—[Au Av] "u ’u 'u ’v

r,-r, r,r,




Metrikus tenzor jelentese

vV =71+ Av r(u,v)
UV = UO

u = ugy + 3Au

] [ 7|7y |cos(a)

|7y ll7"y]cos(a) 'y |?

Cella teruletének négyzete:
det(D) =|r' 2|7 |*(1 — cos?(a)) = |7 |?|r' |*sin?(a)
— |r’u X r’v |2




Példa: Sik I. fundamentalis forma

* Egy parametrikus egyenlet:
r(u,v) =p+ au+ bv

r(R, ¢) = R(cos(¢),sin(@))

or :
L = (cos(p), sin(9))

i R(—sin(¢), cos(p))

det = area?



Példa: GOmb
|. fundamentalis forma

* Egy parametrikus egyenlet: NS
r(u,v) = (¢x + R cos(u) sin(v), ¢, + R sin(u) Sln(v) CZ n R cos(v))

 Parcialis derivaltak:
r', = (—R sin(u) sin(v), R cos(u) sin(v), 0)
r', = (R cos(u) cos(v), R sin(u) cos(v), —R sin(v))

e Metrikus tenzor:

[ = r,-r, r, -T'v] _ [st.in2 (v) O

14 14 4 4
ry'ry Ty'Ty R?



Mire j6 pelda:
sebesseg a gombfellleten

e Palya paramétertérben:
u=at+uy v =D>bt+v,

e Sebesség paramétertérben:
du = a dt, dv =b dt
* Sebesség a feluleten:
ds +/R?sin%(v) du? + R2dv?
dt dt
 Mik az egyenesek (geodézikus vonalak) a
fellGleten?

= Ry/sin2(v) a? + b2


../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/KleinKatica/bin/Klein.exe

ryAv n  Il. fundamentalis forma
r(u,v) AL Mennyire tavolodunk a siktol, ha u
U Au-val, v pedig Av-vel valtozik?

rlu+Au,v+Av) —r(u,v) =
1
r',Au+r',Av + > (r' Au® + 2r" ,Aulv + 1", Av?)
A normalvektorral szorozva a siktol valé tavolsag marad:

1
h(Au, Av) = > (N-r", ,Au?+2N-r" , ,AuAv + N -r",,Av?)

144
Nruu N-r°,,
4 144
Nruv N-r"°,,

{ ]
Y
II: masodik fundamentalis forma
Szimmetrikus 2x2-es matrix

o

1[Au Av |

h(Au, Av) = >




Példa: Sik Il. fundamentalis forma

* Egy parametrikus egyenlet:
r(u,v) =p+au+ bv r(R,p) = R(cos(p),sin(¢), 0)

e Parcialis derivaltak:

T"uu =0 T"RR =0

=0 r”<p<p = R(—cos(¢), —sin(¢), 0)
" =0 r”ch = (—sin(¢), cos(¢), 0)
N =aXb/|a X b| N = (0,0,1)

e |I. fundamentalis forma
144 144
N-r,, N-1v°,

N-r' N-v' =0 II=0

Il =




Példa: GOmb
Il. fundamentalis forma

Egy parametrikus egyenlet:
r(u,v) = (R cos(u) sin(v), R sin(u) sin(v),

Parcialis derivaltak:
r'’,, = (—Rcos(u) sin(v), —R sin(u) sin(v), 0)

r’,, = (—R cos(u) sin(v), —R sin(u) sin(v), —R cos(v))
r'".,, = (—R sin(u) cos(v), R cos(u) cos(v), 0)
N°® = (—cos(u) sin(v) , —sin(u) sin(v) , —cos(v))

Il. fundamentalis forma:

i [N No-r"uvllesinz(v) 0
. I/ O

2Ah  NO%r'',,,  Rsin®(v)

Gorbulet ', irdnyban: Kk = — = = :
u y As? r,uz R?sin?(v)

1
R



e (. Av) Bazis normalizalas
. _a(Au, Av
A ‘ As?= [Au Av]Iﬁﬂ
As?# Au® + Av?

Azr', ésr', nem egységhosszuak
és nem merdlegesek.

 Uj ortonormalt bazis by, b,:
As =1 ,Au+1r',Av =>byx+ b,y // by, b,
* Bazistranszformacio:
r, -biAu+r',-bAv=x
r,-b,Au+r,-b,Av=y

o R I e F Al



r’u - bl r,v : bl
r’u : bz r’v : bz

Legyen B = [

] szimmetrikus

bl — r,u/lr,ul b2 — r,v/lr,vl
|r’u| r,v 'r,u/lr,ul [ , ,* , ,
0 * ru'rv/lrvl |rv|

0

5=y

* Akét szélsb esetben az egyik diagonalon kivili elem 0 a masik
pedig az ', - 1, szerinti elGjel(i, a masik esetben forditva.

« Atmenetkor az egyik zérusrdl indul, a masik szembdl zérusra
érkezik, tehat kell lennie olyan helyzetnek, amikor megegyeznek.



Metrikus tenzor a normalizalt bazisban

e Bazis transzformacio: B~1 [;] = [2;‘)‘
 Metrika:
as?=[au avli[ Y] =[x y1@ T -1-B71[)]| =

e Mivel B és I szimmetrikus:

= [X y]-I-(BZ)‘1[§]=x2+y2,ha B2 =1




Alakoperator (Shape operator)

* Erint&sikban ortonormalt bazis: B! m = [Au

1

hZ[

A Av 11[ ]_ x y](BH)T-II-B! [y]

* Mivel szimmetrikus matrixok, az alakoperator:

B H'-1-Bt=11-B>)'=lI-I"'=S§

e Erint8siktdl tavolodds alakoperatorral:

1




A gomb alakoperatora

S=1I-1"1

_ [Rsino2 (V)

‘Rsin?(v)
0

1/R 0 ]
0 1/R

all

R4sin“(v) O
0 R?
1/(R?sin?(v))

8l

0

-1

.
1/R?
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Erint&siktol tavolsag alakoperatorral

h(x,y) normal h(x,y) h(x,y) = 1 [x V] [Z b] [x]
) y
Y

/ 2 , cl
\ S: alakoperator

erlnt05|k

% /%/fo (xy)——(ax + 2bxy + cy?)

Szintvonalak: h(x,y) = allandd

X




Y @ FO gorbuleti iranyok

A szintvonalak ellipszisek vagy hiperbolak, a
legsUrlbb és a legritkabb szintvonalak a
merdleges fétengelyek iranyaba vannak.

Kov: A f6 gorbuleti iranyok mindig egymasra merdlegesek.
Meghatarozas: Milyen x, y-ra van széls6értéke a h(x, y)-nak
az x* + y? = s* feltétel (kdrbemegyiink) mellett?
H(x,y,A) = %(ax2 + 2bxy + cy?) — % (x? + y? —5?)
széls6értéke (Lagrange multiplikator):

0H

§=ax+by—7\x=0 ‘[Z IZ'][;C,]:}\[;]

oH bx + A 0
o= ObX T CY —AY =
dy S




FO gorbuleti iranyok és gorbuletek

* Ae;, 16 gorbuletiiranyok az alakoperator sajatvektorai

* Gorbe az e f6 iranyban (egységvektor): [X )’] =els
2

1 X st s
— —| X - — - — - —
h(x(s),y(s)) 2[ J’]S[y] ~e Se =~ “ele —~A
* Principalis gorbuletek az alakoperator sajatértékei:
Kiy) = — = A
1,2 o2 1,2
e Gauss gorbulet: A f6 gorbuletek (sajatértékek) szorzata. Egy
matrix sajatértékeinek szorzata = determinansa:

K = det(S) = det(II) det(I"1) = det(II) /det(I)




Linearis algebrai tanulsagok

Tetsz6leges S-hez (szimmetrikus matrix) talaltunk meréleges
fégorbuleti iranyokat (sajatvektor) és gorbileteket (valos sajatérték).
Minden szimmetrikus A matrixnak van egymasra meréleges e;
sajatvektor rendszere (ortonormalt bazis), A; sajatértékei pedig
Valésak: Ael- = Aiei

U U Ay o 0
Diagonizalas: Aleq,...,ep] =[eq,...,ep]| i ™

A=UAU"1=UAUT

Sajatértékek szorzata: det(4) = det(U)det(A)det(U _1) = det(A)
Matrix figgvények: A" = UAU 'UAU ' ... UAU Y = UA*U?

fG0) =0 + £/ (0)x + 22+

fOq) 0
MO R e

0 f (),

fA) = F(0)1+ £ (0)A +7




Gomb gorbulete

.. _[1/R 0
AIakoperator.[ 0 1/R]
Sajatéertékek: A, , = 1/R

1/R

. . 0 Jrx1 X
Saljatvektor egyenlet: [ 0 1/R] [y] =1/R [y]
Barmi f6 gorbuleti irany.

Gauss gorbulet:

. . 7 | .o . 1
— Principalis gorblletek szorzata: K = Ay A, = I'D

, L 1/R 0 7\ 1
— Alakoperator determinansa: K = det([ 0 1/RD ==
— Fundamentalis formak determinansainak hanyadosa:
Rsin?(v) OD ([stin2 (v) ) 1
K = det([ det -
0 R / 0 R2 R?



Példa: Torusz
.\ elso derivaltak és
* normal vektor

7z

r(u,v) =[(R + pcos(u)) cos(v), (R + p cos(u)) sin(v), p sin(u)]

r', = p[—sin(u) cos(v), —sin(u) sin(v), cos(u)]

r', = (R + pcos(u))[—sin(v), cos(v), 0]

or _ Or L J k
N = P X o = (R + pcos(u))p |—sin(u) cos(v) —sin(u)sin(v) cos(u)
“ v —sin(v) cos(v) 0

= — (R + pcos(u))p[cos(v) cos(u), sin(v) cos(u), sin(u)]

NY = —[cos(v) cos(u), sin(v) cos(u),sin(u)]



Torusz: |. FF és bazis transzformacio

r', = p [—sin(u) cos(v), —sin(u) sin(v), cos(u)]

r', = (R + pcos(u))[—sin(v), cos(v), 0]

[ = r,-r, r,r, 0
r,-r, r,r, (R + p cos(u))?

B =\I= [l[(; R+pcos(u)]




Toérusz: Il. FF, alakoperator

r', = p [—sin(u) cos(v), — sin(u) sin(v), cos(u)]

r', = (R + pcos(u))[—sin(v), cos(v), 0]
N® = —[cos(v) cos(u), sin(v) cos(u), sin(u)]

r'’,, = —p [cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), sin(u)]

r',, =—(R + pcos(u))[cos(v),sin(v), 0]

r'’,, = p [sin(u) sin(v), — sin(u) cos(v), 0]
N° 'r”uu T Uv
= [NO 1" -1’ W] [ (R+p COS(“)) COS(U)]
_yr.1-1_ |P 0
S=1M-I"" = [ (R + p cos(u))?

0 (R+p cos(u)) cos(u)

_[1/p 0
B [ 0 cos(u) /(R + pcos(u))



FG gorblletekes = _ [p
0

0
Gauss gorbulet g +pC°S(”)]

1/ 0
S[;C/] - }\K’] - [ Op cos(u) /(R + pcos(u))] [;C’] - }\K’]

N A R R Y

d,=r" ,Au+r ,Av=r,/p

cos(u)

A = R+ pcos(u)’ [)’] = [(1)] ’ ﬁ:ﬂ =B~ [(1)] - [1/(R + ,gcos(u))]

d, =r" Au+r,Av=r',/(R+ pcos(u))

cos(u)

K = =
Mhe = SR+ pcos@)

©)




Program: u, v—> K

Dnum U = Dnum(u, 1, 0), V=Dnum(v, 0, 1), X, Y, Z;
eval(U,V, X, Y, 2); [//UN->XY,Z

vec3 ru = vec3(X(1, 0), Y(1, 0), Z(1, 0)),

vec3 rv = vec3(X(0, 1), Y(O, 1), Z(0, 1));

vec3 normal = normalize(cross(ru, rv));

// | fundamental form

float E = dot(ru, ru), F = dot(ru, rv), G = dot(rv, rv);

vec3 ruu = vec3(X(2, 0), Y(2, 0), Z(2, 0)),

vec3 ruv = vec3(X(1, 1), Y(1, 1), Z(1, 1));

vec3 rvv = vec3(X(0, 2), Y(O, 2), Z(0, 2));

// Il Fundamental form

float L = dot(normal, ruu), M = dot(normal, ruv), N = dot(normal, rvv);
float curvature=(L*N-M*M) /(E * G -F * F); // Gauss curvature K

void Sphere :: eval(Dnum U, Dhum V, Dnum X, Dnum Y, Dnum 2Z) {
X = Cos(U) * Sin(V) * R; Y =Sin(U) * Sin(V) * R; Z = Cos(V) * R;
}




Square Sphere  Tractricoid  Cylinder Torus Maobius Klein Boy
Torus:
X = (Cos(U)*r+R) * Cos(V); Y =(Cos(U)*r+R) * Sin(V); Z=Sin(U) *r;

Tractricoid:

X = Cos(V) / Cosh(U); Y = Sin(V) / Cosh(U); Z = U - Tanh(U);
Cylinder:

X =Cos(U); Y=Sin(U); Z=V;
Mobius:

X = (Cos(U)*V+R) * Cos(U*2); Y = (Cos(U)*V+R) * Sin(U*2); Z =Sin(U) * V;

Klein:
Dnum a = Cos(U) * (Sin(U) + 1) * 3, b =Sin(U) * 8, c = (Cos(U) * (-1) + 2);
X=a+c*((U(0, 0) >M_PI) ? Cos(V + M_PI) : Cos(U) * Cos(V));
Y=b+((U(0,0)>M _PI)?0:c*Sin(U) * Cos(V));

Z=c *Sin(V);
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Van integralgeometria is?

lgen van: Geometriai valdszinlséggel foglalkozik

Pontokat szorunk el egyenletesen a sikon (vagy térben).
Mi a valoszinlsége, hogy egy pont egy adott alakzat

belsejében van?
(Jer1e304491) |9139|N491 e soAuede :zse|ep

Egyeneseket szorunk el egyenletesen a sikon (vagy

térben). Mi a valdszinlisége, hogy egy egyenes egy

adott konvex sokszoget (konvex testet) metsz?
(]2uuIzs|a)) |9119|NJDY| B SOAueae :zSe|ep

Alkalmazas: Milyen adatstrukturaban kell fellileteket
tarolni, hogy hatékonyan megmondhassuk, hogy egy
félegyenes melyiket metszi elGszor.



