”In jeder besonderen Naturlehre nur so viel

eigentliche Wissenschaft angetroffen werden

kénne, als darin Mathematik anzutreffen ist”
Immanuel Kant

Geometriak és algebrak

Szirmay-Kalos Laszl6
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E u kl l d es’zl Euklideszi sikgeometria axidmai:
1. Két pont meghataroz egy egyenest.
Sl'kgeometrla 2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.
3. Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at
Axiomak: egy nem metsz6 egyenes huzhaté (parhuzamos).
tapasztalat + vallasos hit 4, Atmozgath?to (iegybevag?) o!olgok r,nerete
laofozalmak imolicit definicié megegyez6 (a sik homogén és izotrdop).
- Alaptogalmak implicit definicioja 5. A részek 6sszege az egész mérete.
- Tételek kiindulasi pontja 6.
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Euklidészi
sikgeometria

Euklideszi sikgeeometria axiomai:

1.
2.
3.

4.

Két pont meghataroz egy egyenest.

Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

Egy egyeneshez egy rajta kivil fekvé ponton at
egy nem metsz6 egyenes huzhaté (parhuzamos).
Atmozgathat6 (egybevagd) dolgok mérete
megegyezd (a sik homogén és izotrdp).

A részek Osszege az egész mérete.

T1. Ha egy egyenes két masikat ugyanolyan
szogben metsz <> két masik egyenes
parhuzamos.
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Euklidészi
sikgeometria

Euklideszi sikgeeometria axiomai:

1. Két pont meghataroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

3. Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at
egy nem metsz6 egyenes huzhaté (parhuzamos).

4. Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (a sik homogén és izotrdop).

5. A részek 6sszege az egész mérete.

T1. Ha egy egyenes két masikat ugyanolyan
szogben metsz <> két masik egyenes

parhuzamos. r/

/
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T2. A hdromszog szogosszege 180 fok
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axiomak 1 geometridhoz is

tobbféle algebra és

megfeleltetés lehetséges!,

|
geometria algebra program




Analitikus geometriak: kulsd nézet

o : .
a2 [x,y,w] ., Ambiens tér

w
Euk w=1 Ambiens vektorok
d - « (Osszeadds
. [
/y

sy s 2 Nem
p =[x,y 1] Skalazas ks
x v X / .
Euklideszi: w = 1 Projektiv
w
w=1 : .
Minkowski
Euk 3 5

1
® y / y
X X

Elliptikus: x2 +y2+w?2 =1 Hiperbolikus: xz + y2 — w2 = —1



Metrika: Skalaris szorzas az ambiens térben

Metrika: Skalaris szorzds

* Hossz: |a| a - a; = Ia}||a2|cos(a)
— Kommutatiy,

* Sz208: — Bilinearis (disztributiv),

— Euklideszi geometria:
;- Ay =X1X; +Y1Y2 + 212,

a, - a, = skalar
— Kommutativ
— Bilinearis (disztributiv)

 Hossz: |a| =+Va-a

o a-a
« Szég:a(a,, a,) = arccos( 12 )

laq||a;]

» Két vektor akkor és csak akkor meréleges, ha skalaris szorzatuk zérus



Euklideszi sikgeometria

Skalaris szorzas az ambiens térben:

/ - )
q
® y .

x :

Ambiens tér elemei:

A, Ay = X1Xp +Y1Y2 T WiW5

Kommutativ.a-b =b-a
Disztributivia-(b+c¢c)=a-b+a-c
Skalazas: (sa) - b = s(a - b)

Nem asszociativ

Pontok: p=|x7vy1]

Miért nemw = 0? Az eltolds nem volna linedris leképzés

Vektorok: vV=q-—p,

v =|x,y,0]

Egyéb w-k nem pontok és nem vektorok




Vektorok tulajdonsagai

Két pont kilonbsége: v =q —p
Ambiens tér eleme: v =|x,y,0]
Vektor hossza: |v| = Vv -v = \/xz + y*

Egységvektor: |[v°]| =1, v° -v° =1, v° =

v
NCE
Merdlegesség: v,-v =0, x,;x+ y,y =0,

v, =|y,—x,0]A

Parhuzamossag: v = Av, v, = [x,y,0]4



Egyenes: parameteres egyenlet

Allando sebességli mozgas:
r(t) =p+vt
Sebesség: 1(t) = v
Gyorsulas: ¥#(t) =0

 Allandé sebességli mozgas koordinatakkal:
[X(t), )’(t); W(t)] — [px; py) 1] + [vx; vy; O]t

* Két pont kombinacidja:r(t) =p+ (q—p)t =p(1 —t) + qt
[x (), y(@©), w(®)] = [pr, vy, 1](1 — 8) + [qx, gy, 1]t

* Ambiens tér (origd, p, q) sikjanak és a w = 1 siknak metszete



Egyenes implicit egyenletei

v

X

* Implicitegyenlet: n=v, > n-v=0=n-(r—p)=0
"y, Ny, 0] - [x—px,y—py,O] =N,x +n,y+d =0
ahold =—mn-p

 Ambiens tér egy eleme: N = [nx, Ny, d]
N-r= [nx,ny,d] ey, 1l =n,x+n,y+d=0



Euklideszi téergeometria
Ambiens tér 4 dimenziods: a = [x, y, z, w]
Skalaris szorzas: a, - a, = x;x, + y,y, +2z12, + w; wy
Pontok: p = [x,y, z, 1]
— Tavolség: d(p,q) = /(q — p) - (4 — P)
Vektorok: v = [x,y, z, 0]
— Hossz: |[v| = Vv - v = /x2 + y2 + 22

— Szég: a(u, v) = arccos (lzllil)

Egyenes: 1(t) = p + vt



Sik

Egy p pontot tartalmazd, a és b nem parhuzamos vektorok altal
kifeszitett 2D altér (u, v valds paraméterek):

r(u,v) =p+au+ bv

Legyen n az a és b vektorokra meréleges vektor:

n-r—-p)=0=nx+n,y+n,z+d=_0,ahold =—n-p

Ambiens tér egy eleme: N = [nx, Ny, Ny, d]

N-r= [nx,ny, n,, d] x,y,2,1] =
Két sik megegyezik, ha Ny = N,A

Nyx +n,y+n,z+d=0




Vektor/Pont/Sik/RGBA osztaly

struct vecd {
float x, y, z, w; // Euc.vector: w=0; point: w=l; plane: w=d

vecd (float x0, float y0, float z0, float wO) {
x =x0; vy =y0;, z =2z0, w = w0;
}

vec4 operator* (float s) { return vecd(x * s, y * s, z * s, w * s);

vec4 operator+ (vecd v) {
return vecd(x + v.x, y + v.y, 2z + v.z, w + V.W);
}
vecd4 operator-(vecd v) {
return vecd(x - v.Xx, ¥y - V.Y, Z - V.Z, W — V.W);
}
vecd4d operator* (vecd v) const { // only for colors
return vecd(x * v.x, y * vy, z2 * v.z, w * v.wW);
}
};

}




vecd miiveletek

float dot(vecd a, vecd b) { // for Euc.vectors or for pointé&plane
return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + a.w * b.w;

}
float length(vec4d4 v) { return sqrtf(dot(v, v)); }

vecd normalize(vecd v) { return v * (1/length(v)); }

float angle(vecd4 a, vec4 b) {
return acos(dot(a, b) / length(a) / length(b));
}

vecd4 lerp(vecd4 p, vecd q, float t) {
return p * (1 - t) + g * t;
}




3D vektor/Pont/RGB

struct vec3 {
float x, vy,

z,

vec3 (float x0, float y0, float z0) { x = x0; y

vec3 operator* (float a) { return vec3(x * a, y *
vec3 operator+(vec3 v) { return vec3(x + v.x, y
vec3 operator-(vec3 v) { return vec3(x - v.x, y
vec3 operator* (vec3 v) { return vec3(x * v.x, y ¥

};

float dot(vec3 vl, vec3 v2) { // for wvectors
return (vl.x * v2.x + vl.y * v2.y + vl.z * v2.z);

}

vec3 cross(vec3 vl, vec3 v2) { // for vectors
return vec3(vl.y * v2.z - vl.z * v2.y,

vli.z * v2.x - vl.x * v2.z,
vi.x * v2.y - vl.y * v2.x);

=y0;

Z

= z0; }

a, z * a); }

+ v.y,
- V.Y,
V.Y,

zZ + v.z);
zZ - Vv.zZ);

zZ * v.z);

}
}
}




J6 az euklideszi geometria
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Gorbék gorbulete: k

M
a

1Y cp

* Egységsebességl mozgas (cezntripetélis) gyorsulas:
1%

Cle=E

* Simuldkdr sugaranak reciproka



FellUletek: f6 gorbuleti iranyok és
Gauss gorbulet (Krimmung)

K =Kk, = Amin ° Amax

Theorema Egregium: K attol fugg, hogy a felileten hogyan meérink
szoget és tavolsagot, és fluggetlen a felllet térbeli alakjatol.



x| Gauss gorbulet: K =,
| T i)
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Gombi geometria

x* + y* + w? = R?

 Allandé pozitiv gérbiilet
K = 1/R?

* Miaz egyenes? fokor = legrovidebb ut

* Tavolsag? Ivhossz

RO = 0/VK

Euklidészi geometria axiomai nem jok:

1.

2.
3.

4.

5.
6.

Két pont nem mindig hataroz meg
egyértelmden egy egyenest.

Egy egyenesnek van legaldabb két pontja.
Két egyenes mindig metszi egymast két
pontban.

Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (homogén és izotrop).

A részek Osszege az egész mérete




Egyenes (FOkor) egyenlete

vOR
V r(t) = pcos() + v°R sin(H)

RO = t tavolsag egységsebességnél

r(t) = pcos(t/R) + v°Rsin(t/R)




Elliptikus geometria

Allandé pozitiv gérbiilet
Egyenes=f6kor=legrovidebb ut

Haromszog szogosszeg > 1
Haromszog terulete:

Csak a parhuzamossagi axioma nem jo:

1.

Két pont (=atmér6) meghataroz egy
egyenest (=geodétikus, f6kor).

Egy egyenesnek van legalabb két pontja.
Két egyenes mindig metszi egymast egy
pontban (=atmérd).

Atmozgathatd (egybevagd) dolgok mérete
megegyez6 (homogén és izotrdp)

A részek Osszege az egész mérete

T=(+p+y—m)/K

4200

Derékszogl haromszog:
a’+ b? > c?




W ptangens
GOombi/elliptikus geometria

Skalaris szorzas az euklideszi ambiens térben:

A, A; = X1Xp Y1y + W1 Wy

Ambiens tér elemei:

* Pontok: p-p=1, x2+y*+w?=1

* Vektorok a p pontban: p-v =0

A vektorok masok a tér kiilonb6z6 pontjaiban
A vektor a pont tangens terének eleme



Egyenes
v? Egységsebességli mozgas:
r(t) r(t) =pcost + v’sint

(t) Gombi kombinacid (slerp):

sin(1 — t)d sin td
+q

t: tavolsag

r(td) =p

sind sind

GOmbon marad:

r(t) -r(t) =p-pcos’t+ v’ v sin’t + 2p - v¥sintcost = 1
Egységsebességli mozgas:

7(t) = —psint + v°cost, 7(t) -7(t) =1
Ambiens tér (origd, p, q) sikjanak és a geometria metszete
Gauss gorbulet: #(t) = —r(t) = K =¥y Fmae = 1




Tavolsag

Tavolsag d(p, q): egységsebességli egyenesvonall mozgas ideje:

r(d) = pcosd + v’sind = q d(p,q) = arccos(q - p)

r-p=p-pcosd+v° psind =cosd=q-p

Kor implicit egyenlete:

R =d(r,c) = arccos(r-c) — |r-:-c = cosR




Egy jO térkeép ...
Euklideszi

Valodi helyek és utak
— Egy-egy értelmd folytonos leképzés

Orientdcid (jobbra/balra) valadi

Valédi egyenes/kor annak latszik
Szogtarto
Tavolsagarany tarto
Teruletarany tarto

Gauss gorbllet
megegyezik

Topologiai
hasonldsag

| Geometriai
hasonldsag




GOmb vetitése a sikra

e

Kb6zéppontos vetités Sztereografikus vetités
e Csak a fels6 félgombot e A déli pdlus kivételével egészet
* Egyenestartas: targy és vetitésugarak * Nem egyenestartd
egy sikban, vetilet ennek és a képsiknak a e Kortarto és szogtarto
metszete * Nem tavolsagtarto
* Nem kor-, sz6g- és tavolsagtarto e Beltrami-Poincaré

e Beltrami-Klein



@ = hosszusag
0 = szélesség

X =

z =log (tan <

7T+9
4 2

)
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Homogén/izotrop geometriak

Gomb

¥

Elliptikus geometria
axiomak

__——

0 nem metsz6 egyenes

¥

K>0

Sik ?27??
Euklideszi geometria Hiperbolikus geometria

axiomak

axiomak
~ \3/
g

1 nem metszd egyenes- tobb nem metsz6 egyenes

\ ¢ $

K=0 K<O0



Hiperbolikus geometria axiomai:

H I pe rb0| I ku S 1. Két pont meghataroz egy eéyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

K ( BO |ya | ) ge0 m et r| a 3. Egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvo

) ponton at tobb nem metsz6 egyenes
* Allando negativ gorbulet huzhato.

_ e . , 4. Atmozgathatd (egybevagd) dolgok
* Egyenes - IegrOVIdEbb ut mérete megegyez6 (homogén és izotrop).

5. Arészek 6sszege az egész mérete

e Haromszog szo6gosszeg < 6.
 Haromszog terllete:
T = (O( + :8 +y — TL')/K * Homogén, izotrép: Minden pontban,

, o o, .. minden iranyban az érint6kor sugara
 Derékszogl haromszog: és volgység” llando.
a?+ b? < c? * Gorbulet = két ugyanolyan vektor
skalarszorzata
e GOmb, ahol a sugar négyzete negativ
szam



Egyenes egyenlete

R

r(t) = pcos(t/R) + v°Rsin(t/R)
V 1/K=R2=-1 - R=i

r(t) = pcos(t/i) + v sin(t/i)
= p cosh(t) + v'sinh(t)




Hiperbolikus geometria

angens
_ 1 tér Skalaris szorzas Lorentz szorzat:

v/ y A Ay = XXy T Y1Y2 — WiW2
X

Ambiens tér: Minkowski tér

Ambiens tér elemei:

 Pontok: p-p=-—-1, x*+y?—w?=—-1ésw >0

* Vektorok a p pontban: p-v =0

A vektorok masok a tér kiilonb6z6 pontjaiban
* Avektor a pont tangens terének eleme



N £ Egyenes

Egységsebességii mozgas:| r(t) = pcosht + v’sinht

sinh(1-t)d sinh td
sinh d 9 sinh d

Y Hiperbolikus kombinécié: r(td) =p

Hiperboloidon marad:
r(t) -r(t) = p - p cosh?t + v°- v° sinh?t + 2p - v¥ sinh t cosht = —1

Egységsebességli mozgas:
7(t) = psinht + v°cosht
r(t) - 7(t) = p - p sinh?t + v°- v° cosh?t + 2p - ¥°sinh t cosht = 1

Ambiens tér (origo, p, q) sikjanak és a geometria metszete

Gauss gorbulet: #(t) =r(t) = K =¥y Fmee = —1




Tavolsag

Tavolsag d(p, q): egységsebességli egyenesvonali mozgas ideje:

r(d) = pcoshd + v’sind = q d(p, q) = arccosh(—q - p)

r-p=p-pcoshd +v° psinhd = —coshd =q-p

Kor implicit egyenlete:

R =d(r,c) = arccosh(—-r-c¢) - |r-c = —coshR




Osszehasonlitas
Hiperbolikus | Euklideszi




W x2-|—y2—W2=—1 A W

Poincaré: Szog és kortarto, Klein: Egyenestart6 Minkowski tér
egyenes = alapkorre meréleges koriv Ez egy gomb!
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vecd miiveletek

float s = 1; // 1: Euclidean; -1: Minkowski

float dot(vecd a, vecd b) { // affects length and normalize
return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + s * a.w * b.w;

}
float length(vecd4 v) { return sqrtf(dot(wv, v)), }

vec4 normalize(vecd v) { return v * 1l/length(v)); }
vecd4 lerp(vecd4 p, vecd q, float t) { return p * (1-t) + g * t; }

vecd4 slerp(vecd4 p, vecd q, float t) {

float d = acos(dot(p, q)); // distance

return p * (sin((1-t) * d) / sin(d)) + g * (sin(t * d) / sin(d));
}

vecd4 hlerp(vecd4 p, vecd q, float t) {
float d = acosh(-dot(p, q)); // distance
return p * (sinh((1-t) * d) / sinh(d)) + g * (sinh(t * d) / sinh(d));

}




Projektiv geometria axiomai:

P rOJ e kt |,V ge om et r| d | 1. Kétpont meghatdroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

A végtelen” is része a siknak 3. Két egyenes pontosan egy pontban
metszi egymast

Nincsenek parhuzamosok

Programozasi el6ny: nincs szingularitas és specialis eset
Descartes és polar (és barmilyen tavolsagi) koordinatak nem jok
Az arnyék vagy a skala nélkili vonalzé geometriaja

s

P W, =
gl Ry, —
i B 7N T —— T — = P

R

i —
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Projektiv geometria axiomai:

E u kl |d eSZ| _) 1. Két pont meghataroz egy egyenest.

2. Egy egyenesnek van legalabb két pontja.

. 4 4 3. Két egyenes pontosan egy pontban
Projektiv sik I d—
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Projektiv sik analitikus geometriaja

Euklideszi pontok:

(X,y) — [X,y, 1] ~ [X 'W,y°W,W] — [X'Y’W]

Homogén osztas: x = X —_
8 . _Wr y_w ‘W;ﬁO‘

|dealis pontok:
|1X,Y,0]




Mobius

Idealis

pony~
© [x,v,0]

Homogén koordinatak

Idealis
Irany + inverz tavolsag skalazas /0 pont
[x,y,0]
[x,y,1/3]
x,y,1
y [ Y ] [ZX,Zy, 1]~[X,y, 1/2]
X
[—X, =Y, 1]~[X, Y, _1]

[X, Y _1/2]



Projektiv egyenes parametrikus egyenlete

).LXL Y1; Wl]

/ _______ [ X2, Yo, W]
w=1

(X (@), Y (), w®)] = [X1, V1, wi|(1 = 1) + [X,, Y5, wp ]t




Egyenes implicit egyenlete

* Euklideszi egyenes, Descartes koordinatak:
nyx+n,y+d=0

* Euklideszi egyenes, homogén koordinatak:
nX/w+n,Y/w+d=0 w#0

* Projektiv egyenes:

nyX +n,Y +dw =0

X

:SQU3A37

|
-

Jopjando|zso g

Ny

d

Pont: sorvektor [X,Y, w]



Dualitas

Ha egy tétel pontok és egyenesek viszonyarol szoél, akkor a pont és
egyenes felcserélhet6k benne.

2D pont: 3 elemd sorvektor, homogén
— 2D projektiv sik pont ~ 3D euklideszi tér origdt metsz6 egyenes

2D egyenes: 3 elemd oszlopvektor, homogén

— 2D projektiv sik egyenes ~ 3D euklideszi tér origot metsz6 egyenes

2D egyenes egyenlete:

p-l=0

— 2D pont 3D vektora merdleges a 2D egyenes 3D vektorara




Metszés és illeszkedeés

* P, ésp, pontra illeszkedé | egyenes:

P1:l=0 pr =0 —>1=p; Xp,
[ 1pg [1p,
* [, ésl, egyenes p metszéspontja:.

p-ll=0, p'lzzO_)p:l]_Xlz
pll pll,

* p ponton atmend L egyenesre merdleges [ egyenes
(L™ = L-b6l a w torlése)

p'l:O, leX+lyLY:l'L*:O _>l:pXL*




Euler egyenes

vec3 v[0] = vec3(x0,y0,1), v[1l] = vec3(x1l,yl,1), v[2] = vec3(x2,y2,1);

m[2] = v[0] + v[1l]; // midpoints
m[0] = vI[1] + vI[2];

m[l] = v[2] + v[O0];

e[0] = cross(v[1l], v[2]); // edges
e[l] = cross(v[2], v[0]);

e[2] = cross(v[0], v[1]);

for (int 1 = 0; 1 < 3; i++) {
median[i] cross(v[i], m[i]);
altitude[i] cross(v[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0));
bisector[i] cross(m[i], vec3(e[i].x, e[i].y, 0));

}

centroid = cross (median[0], median[l]);
orthocenter = cross(altitude[0], altitude[l]);
circumcenter = cross(bisector[0], bisector[l]);

euler = cross(centroid, circumcenter); // Euler's line



../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe
../../../3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/EulerLine/bin/Skeleton.exe

Projektiv tér homogén koordinatakkal

Euklideszi pontok: (x,v,2) » [x,y,z,1] ~[x-w,y-w,z-w,w] = [X,Y,Z, W]

. . X Y Z
Homogenosztas: x =—, y=—, Zz = —
w w w

Idealis pontok: [X,Y, Z, 0]

Egyenes paraméteres egyenlete:
[X(t); Y(t))Z(t)rW(t)] — [Xl) Yl: Zl) Wl](l _ t) + [Xz,Yz,Zz,Wz]t

Sik implicit egyenlete:
X +n,Y +n,Z+dw =20



Pont/Sik/RGBA osztaly

float x, y, 2z, w;

vecd (float x0, float y0, float z0, float wO0) {
x = x0;, vy =y0; z =20, w= w0,

}

vecd(vec3 v) { x =v.Xx; y=v.y; z=v.z, w=1; } // Euk->Proj

operator vec3() { return vec3(x/w, y/w, z/w); } // Proj->Euk

};

float dot(vecd a, vecd b) { // point and plane
return a.x * b.x + a.y * b.y + a.z * b.z + a.w * b.w;

}
vecd4 lerp(vec4d4 p, vecd gq, float t) { return p * (1 - t) + g * t; }




