“Clouds are not spheres, mountains are not cones,
coastlines are not circles, and bark is not smooth,
nor does lightning travel in a straight line.”

Benoit Mandelbrot

Fraktalok és kaosz
1. Fraktalis dimenzio

Szirmay-Kalos Laszlo



A valosag (természet) metrikus?

Idaig a virtualis vilag = euklideszi, gombi, hiperbolikus
— ,,Sima” egyenesre/sikra épit
* Kicsiben mindenki linearis: Skalafliggdség, differencialhato
— Méret = lefedés: Hossz (1D) = szakasz; fellilet (2D) = négyzet; térfogat (3D) = kocka

— Dimenzié: koordinatak minimalis szama; gorbe (1D): r(t); felllet (2D): r(u, v);
milyen méret értelmes?

Természet

— Skalafliggetlen, azaz kozelrdl olyan, mint messzirdl

— Nem lesz kicsiben sem linearis

— Nem differencialhato

— Szakasz, négyzet, kocka lefedés nem m(ikodik (dimenzié?)



Véges tartomanyban végtelen hosszu: Dimenzio > 1

Terllete zérus: Dimenzid < 2
Folytonos

Sehol sem differencialhato (tiiskés)
Onhasonld




(Felix) Hausdorff dimenzid dnhasonlo objektumokra ¢,

r = 1/ 2 kicsinyités

® | i //f:,x_’__:

_________

N=1/r sy | D = og(L/)




Koch gorbe Hausdorff dimenzidja




Lindenmayer (Arisztid) rendszerek

JOA N

F>F+60F-120F+60F
r=1/3,N =4,D =log(4)/log(3) = 1.26

F->F+90F-90F-90F F+90F+90F-90F
r=1/4,N =8,D =log(8)/log(4) = 1.5

F—> F+90F-90F-90F-90F+90F+90F+90F-90F
r=1/3,N =9,D =log(9)/log(3) = 2

Peano/Hilbert térkitolté gorbe




Nem dnhasonlo objektumok: vonalzo dimenzio

Vonalzd (1) db
1 1
/3 N =1
N2
Nm

Hossz(l) =1ldb =LN™=1(1/rP)™ =
= l(1/rmP = 1/1P71

D = —log(Hossz(l))/log(l) + 1




Dimenziomeéreés = hosszmeres

EEG gorbe
log Hossz(1)

log

Alkalmazas:
. Y Természetes objektumok
N0 N=1o N=ds =07 elkilonitese és kategorizalasa

Great Britain



Lindenmayer rendszerek

F->F+60F-120F+60F
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“Invention, it must be humbly admitted,
does not consist in creating out of void
but out of chaos.”

Mary Shelly

Fraktalok és kaosz
2. Kaosz

Szirmay-Kalos Laszlo



Nyulak szigete

Xn+1 = Cxn (Xpgy — Xn)




Nyulak kis C értékre: x,,,1 = Cxp(x,,,, — Xp)

Xn+1
A

L= .,
N X, n

Fix pont: x* = F(x*) = Cx*(x,,,, —x*) = x* =0
Stabil: |F'(x*)| =|C(x,. . —2x")| <1 = C<1/x

max max



Kézepes C értékre: x,,.1 = Cxp (X, — Xn)

Xn+1 X
A A"
Xn+1 — Xn
stabil
o > >
labilis Xn n

Fix pont: x* = F(x*) = Cx*(x
Stabil: |F'(x*)| = |C(x

max_x*) = X' = Xmax
—2x")| <1 = C<3/x

~1/C

max max



Nagy C értékre: x,,.1 = Cx, (X, .. — Xn)

Xn+1 Xn

labilis Xn n



Iteralt fUggvények, fix pont

Xn+1

R ()

Viselkedés (trajektoria):

* F(x)
. x,

Xn+1 = F(xn)

Voo

x*=F(x")
Fix pont

x; = F(x)
X, = F(xy) = F(F(x))
x3 = F(x;) = F(F(F(x)))

v ...



Iteralt fUggvények, fix pont stabilitas

Xny1 = F(xy)
=Ry
x*=F(x")

Labilis Stabil

Fix pont

/ + Ax, 11 = F(x™ + Ax,,) ot

|Axp 1] = [F'(x7)|-| A%y

/
/
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s
) e
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Stabilitas: |F'(x*)| <1 y = F(x) = Zsin(x)_

-3 - -1 0 1 2 3




A valosag (természet) szimulalhato?

X x Ha F és x, csak kozelit6leg ismert,
n n+1 . . Iy

—  F(x) akkor x,, is csak kdzelités lesz, de ha

pontositjuk F-t és x,-t, akkor a hiba

zérushoz tart?

x1 — F(xo) — F‘(fo) + F’(fo)AxO + AF(fo)
x; = F(xy) = F(F (X)) + F' (X)) F' (X0)Axo + F' (%) AF (%) + AF (X4)

X = F 1) = F(F o (80)) +[F (o) - F @DF (2) Ay +
F'(X%,_1) ... F'(Xy)AF (X,) +

Akkumuldlt hiba: F'(%,_1) ..AF (%)) +
Ha |F'| > 1, akkor divergal,
hidba tart Ax, és AF zérushoz AF(X,-1)




Kaosz

A rendszer determinisztikus, de

— Kezdeti allapot hatasa eltlnik

 Kis perturbacio nagyon eltérd viselkedéshez vezet

— Auto-korrelacios fliggvény zérushoz tart
e Korabbi allapot gyengén befolyasolja a sokkal kés6bbit
* Megjosolhatatlansag

— Teljesitmény slrlség spektrum nem tart zérushoz

* Nagy frekvencia




Pszeudo véletlenszam generator

static uint x = 3; F( )
[ x — x
void seed(uint s) { x = s; } n+1 n

uint rand( ) { ¢ |F’(.X')| > 1,
e nagy és allandd

return x;

F(x)} ﬁ

F(x)={g x+ c}

y e {z} = ztortrésze
* g nagy




“There's no sense in being precise when you
don't even know what you're talking about.”
Neumann Janos

Fraktalok és kaosz
3. Kaotikus rendszerek a sikon

Szirmay-Kalos Laszl6




Kaotikus rendszerek a sikon

v

F(2) = sinh(z) + ¢

F(z) = cos(z + ¢)



F: z > 72

z =re'?

o= r—r?

divergens 0 —> 2('0
konvirgens 1 :
\ F
Attraktor: H = F(H) /\o




Attraktor felrajzolasa

* Attraktor a divergens és konvergens hatara: kitoltott attraktor =
nem divergens pontok

—Z,41 = Z,% : ha |z, | < oo akkor fekete
e Attraktorhoz konvergalunk, ha az stabil
—Z,41 = Z,* attraktora labilis

ZZ




Inverz iteracios modszer
H=F(H) — H = F1(H)
“ns1 = Zn’ Zn+1 = X\Zn
Tn+1 = \/ﬁ
Pn+1 = Pn/2 + 71{0|1}
Ha n nagy:
m = 22/770 ~ 1
on =22+ n{0]1}.{0113}{0]1} ...

~y
~y

n{0|1}.{0|1}{0|1} ...

n n—1n-—2



Tobbertéeku leképzés: Bolyongas

WA
r, =~ 1

./ ¢n ~ n{0|1}.{0|1}H0]1} ...
n n—1n-2
@

Nem lehet csak egy értékkel dolgozni ???
Mélységi feltaras szélességi helyett???

* Csaka+:¢, =000..-t=0
* Csaka—:¢@p,~11..-n=2n~0

* Felvaltva: ¢,, = 1.010 ...t = 4?%; Pon+1 = 01010 .- = Z?R

 Véletlenszerilien!



(Gaston) Julia halmaz: F: z—>z%+ ¢




Kitoltott Julia halmaz: algoritmus

FilledJulia( Complex c ) {
for(¥Y = 0; ¥ < Ymax; ++Y) {
for(X = 0; X < Xmax; ++X) {
Complex z = ViewportWindow (X, Y) ;
for(n = 0; n < infinity; ++n) z=2z%?+ c
image[Y] [X] (|z| < infinity) ? black : white;




GPU implementacio

float cVtx[] = ( -1, -1, 1, -1, 1,1, -1, 11}; CPU program

glBufferData (GL_ARRAY BUFFER, sizeof (cVtx), cVtx, GL STATIC DRAW) ;

glDrawArrays (GL _TRIANGLE FAN, 0, 4);

uniform vec2 cameraCenter, cameraSize; Vertex shader

layout (location = 0) in vec2 cVertex; I A

out vec2 z0; mz

void main() { °
gl Position = vec4d (cVertex, 0, 1); Re 7
z0 = cVertex * cameraSize/2 + cameraCenter; >

}

uniform vec2 c; Fragment shader

in vec2 zO0;
out vec4 fragCol;

zZ=2z*+c

void main() {
vec2 z = z0;
for (int i=0; i<1000; i++) z = vec2(z.x*z.x-z.y*z.y,2*%z.x*z.y) + c;
fragCol = (dot(z,z) < 100) ? vec4(0, O, O, 1) : vec4d4(1, 1, 1, 1);




Kitoltott Julia halmaz: kép



file:///D:/3DPrograms/GrafikaHazi/Programs/Julia/bin/Skeleton.exe
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Julia halmaz inverz iteracioval

Kezdeti z érték:

Julia( Complex = ),{ , , ‘/— z = z% + ¢ gyoke

Z = Kezdeti érték valasztas
for(n = 0; n < infinity; ++n) {
if (InWindow( z )) {
pixel = WindowViewport( z );

image[pixel] = black;
} Inverz:

z=+z—-c < F(z)=z*+c
if (random( ) > 0.5) z = —z; PHJ(Z):::tVE?:TE




Geometry shader
csucspontok P primitivek === pixelek =

Pixel cim  __

gl_Position gl_FragCoord <IN

regl regl (S

vertex | | geometry | |, s £
shader shader reg3 reg3[] Fragment %
reg4 reg4| | shader %

| -

] =

VAO/VBO Texturak

T GPU memoria T

CPU




GPU implementacio

Z, Vertex shader

+ / () _ layout (location = 0) in vec2 zRoot;

void main() {
gl Position = vec4(zRoot, 0, 1);

@

Fragment shader
® void main() {
fragColor = vec4(0, 0, 0, 1);
}
® ®
Pixel cim
> S
@ S
vertex @00 @00 *GCJ’
e o ® Fragment i
shader 2
geometry -
CPU shader




Zg
N CPU program
Kezdeti z érték:
./ z? = z — c gyoke
[ @ ® ®

vec2 z = vec2(0.5, 0) + sqgrtComplex(vec2(0.25 - ¢c.x, -c.y));

for (int p = 0; p < nPackets; p++) {
vec2 vtx[nSeeds];
for (int 1 = 0; i < nSeeds; i++) {
z = sqrtComplex(z - ¢c) * (rand() & 1 ? 1 : -1);
vix[1i] = -z;
}
glBufferData (GL ARRAY BUFFER, sizeof (vtx), vtx, GL DYNAMIC DRAW) ;
glDrawArrays (GL POINTS, 0, nSeeds);




Geometry shader

uniform vec2 cameraCenter, cameraSize, c;

layout (points) in;
layout (points, max vertices = 63) out;

vec2 sqrtComplex(vec2 z) ({
float r = length(z), phi = atan(z.y, z.x);
return vec2(cos(phi/2), sin(phi/2)) * sqrt(r):;
}

void main() {
vec2 zs[63];
zs[0] = gl in[0] .gl Position.xy;
gl Position = vec4((zs[0]-cameraCenter)/ (cameraSize/2),0,1);
EmitVertex () ;

for(int i1 = 0; i < 63/2; i++) {
vec2 z = sqrtComplex(zs[i] - c);
for(int jJj =1; j <= 2; j++) {
zs[2 * i + j] = z;
gl Position = vec4((z-cameraCenter)/(cameraSize/2),0,1);
EmitVertex () ;
zZ = -Z;

}
}

EndPrimitive () ;

op
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Julia halmaz 6sszefliggése

Nem osszefliggb,

Osszeflggo Cantor féle halmaz






Julia halmaz o6sszefluggbsége

F(z) = tWz—c
H = F(H)

H, =F(H,)
H, = F(H,)
H; = F(H,)




Julia halmaz o6sszefluggbsége

t H,—c
&S T

A@
»
»

g
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C

_\/—O

SE NS

Hpq = i\/Hn —C



(Benoit) Mandelbrot halmaz

Azon ¢ komplex szamok halmaza, amelyekre:

7z — z?+ cJulia halmaza 6sszefliggd.

e ¢ alulia halmaz attraktoraban vagy konvergens tartomanyaban.
* Z,.1 = Z,> + citeracio a c-bél inditva nem divergens.



Mandelbrot halmaz rajzolas

Imz#4

T3 (X, 1)

Mandelbrot ( ) {
for(Y = 0; ¥ < ¥Ymax; ++Y) {
for(X = 0; X < Xmax; ++X) {
Complex c ViewportWindow (X,Y) ;
Complex Zz C;
for(n = 0; n < infinity; ++n) z=2%+¢c
image[Y] [X] (|z]| < infinity) ? black : white;

|1z| < 2




GPU implementacio

float cVtx[] = { -1, -1, 1, -1, 1,1, -1, 1 }; CPU program
glBufferData (GL _ARRAY BUFFER, sizeof (cVtx), cVtx, GL STATIC DRAW) ;
glDrawArrays (GL _TRIANGLE FAN, 0, 4);
uniform vecZ.cameraCer.lter, cameraSize; Vertex shader
layout (location = 0) in vec2 cVertex; I A
m z

out vec2 c;
void main() { o

gl Position = vec4 (cVertex, 0, 1);

c = cVertex * cameraSize/2 + cameraCenter; >
} Re z
in vec2 c;

Fragment shader

out vecd4 fragCol;
const int nIteration = 1000;
void main () { zZ = 7> + C
vec2 z = c;
for(int 1 = 0; i < nIteration; i++) { y{/
z =vec2(z.x * z.x - z.y * z.y, 2 * z.x * z.y) + c;
if (dot(z, z) > 4) break;

}
fragCol = (i == nIteration) ? wvec4(0, 0, O, 1)

vec4(1, 1, 1, 1);
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Mandelbulb



file:///D:/public_html/ppt/voxlod_mandelbulb.mp4
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Inverz feladat: IFS modellezés

) | <

H = F

U Attraktor:

H = F(H)

F: szabadon vezerelhetd, legyen stabil attraktora




Melyik fUggvény attraktora a Koch gorbe?

Attraktor:H = F(H)|= W (H) U W, (H) U W5 (H) U W, (H)

W, (H) Vs ()

W, (x,y) = [X,y]-A, + q,

Wy(H) W, (H)



F: tobbértekd linearis leképzés

Nem feltetleniil hasonlosagi transzformacio!
Nem csak onhasonl6 objektumok. W,

F=W, vW,v..vW_

W, (x,y) = [X,yI-A, + q,

H=W,(H) UW,(H)U...uW_(H)

H = F(H)

Stabilitas = kontrakcio
|A sajatértékei| < 1

Kollazs:
lefedés a kicsinyitett valtozatokkal
Nem feltétlentil diszkjunkt



IFS rajzolas: iteracids algoritmus

|IESDraw ()
Legyen [X,y] = [X,yY] A; + g, megoldasa a kezd6 [x,y]
FOR i =0 TO “infinity” DO
IF InWindow(X, y)
WindowViewport(x,y = X, Y)
Write(X, Y, color);

Yt oo
ENDIF (XY)
Valassz k-t p, valoszinuseggel
_ \ :
X.y] = [Xy] Ay + i ¥ X
ENDFOR
END W,



Egyszerl IFS-ek
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IFS modellezés




k

IFS képe




